Podatkovne karte

Naslov tega poglavja je nenavaden, oziroma bolje, nestandarden. Moral bi se glasiti
"zmanj$anje dimenzij podatkov", ali pa "projekcije in vektorske viozZitve. A ostajamo na kartah.
Cilj tega poglavja je pregledati nekaj tehnik, ki lahko podatke, to je primere opisane v
atributnem jeziku ali pa primere, med katerimi lahko izraCunamo razdaljo, predstavimo kot
toCke v razsevnem diagramu. Torej, v dveh, ali, Ce je res potrebno, v treh dimenzijah. Pogoje,
ki jim mora taka vizualizacija zadostiti, bodo odvisni od izbrane tehnike. Pri eni bomo na
primer Zeleli, da so toCke, to je, primeri, v vizualizaciji Cimbolj razprseni. Pri drugi bomo
zahtevali, da razdalje med primeri ¢imbolj verno odsevajo razdalje v originalnem prostoru
primerov. Spet pri tretji nas bo skrbelo samo ohranjanje soseSCine.

Poglavje o podatkovnih kartah namenoma sledi poglavju o gru€enju. Ti dve tehniki se
pogosto uporabljata skupaj. Namrec, vecina tehnik gru€enja ni namenjena vizualizaciji
podatkov. Izjema tu sta na primer hierarhicno grucenje in sorodna tehnika zlivanja sosedov. A
vse ostale tehnike samo pois€ejo gruce, samega postopka oziroma rezultate pa ne znajo
predstaviti graficno. S kartami podatkov Zelimo predstaviti odnose med podatki grafi¢no, to je
poiskati sosede oziroma v 2D ali 3D predstaviti oddaljenosti med primeri. V to predstavitev
lahko vpnemo, na primer z uporabo barv, rezultate gruéenja. Ce bodo rezultate skladni, to je,
bodo primeri istih gru€ skupaj tudi v podatkovni karti, je to potrditev, da odkrite gruce
dejansko obstajajo in da jih lahko tudi grafi€no, z vizualizacijo, predstavimo.

Podatkovne karte sluZzijo tudi razlagi. Morda tu ne bi smeli zapisati "tudi", saj je prav razlaga
glavna, oziroma karte podatkov izdeluje prav zato, da bi lahko z eno samo graficho
predstavitvijo podatke predstavili, o njih razglabljali, in poiskali zanimive dele kart, ki jih lahko
razlozimo.

Ce bodo osnovni podatki predstavljeni atributno, potem njihovo kartiranje pomeni, da Zelimo
zmanjsati dimenzijo iz m dimenzij, torej iz prostora znacilk, v dve ali tri dimenziji. Pravzaprav
nas tu, kjer piSemo po papirju, zanimata dve dimenziji, saj treh dimenzij ne moremo
predstaviti. Podobno tudi na racunalniSkem ekranu. Predstavitev v treh dimenzijah je mozna
na racunalnikin mozna le ob uporabi interaktivnih vizualizacij, ali pa s posebno opremo za
trodimenzionalne prikaze. Zato se bomo tu, v tem poglavju, osredotocili na dvodimenzionalne
karte, bodo pa vse tehnike, ki jih bomo predstavili, uporabne tudi za trodimenzionalne prikaze.

Pred opisi Se opozorilo: razen za PCA, spodaj pravzaprav ne opisemo, kako pridemo do
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resSitev. Pri vseh metodah podamo kriterijske funkcije, a ker za vecino teh (izjema je ponovno
PCA) ni analiticne resitve, samo omenimo, da za to obstaja numeri¢na. Ta je osnovana na
pristopu gradientnega spusta, s katerim se bomo v prihodnjih poglavjih Se veliko ukvarijali.
Nasploh bodo tehnike, ki jih opisujemo v tem in naslednjem poglavju temeljile na doloCitvi
kriterijske funkcije, ki jo bomo potem prepustili, skupaj s podatki, postopku numeri¢ne
optimizacije, ki bo za vse tehnike pravzaprav enak.

Metoda glavnih komponent

Cilj metode glavnih komponent (angl. principal component analysis, PCA) je poiskati najbolj
informativno dvodimenzionalno predstavitev podatkov. Zelimo najti tak&ne smeri v prostoru
znacilk, kjer so podatki najbolj razprseni, torej kjer imajo najvecjo varianco. S tem zmanjSamo
dimenzijo podatkov iz m (Stevilo znacilk) v 2 (ali 3), hkrati pa ohranimo ¢im ve¢ informacij.

PCA je matemati¢no gledano projekcija podatkov iz viSedimenzionalnega prostora v nizje
dimenzionalni prostor. Namesto da bi hranili vse znacCilke, poiS§¢emo nove osi (komponente),
ki so linearne kombinacije originalnih znacilk, in na te nove osi projiciramo podatke. Nove osi
so izbrane tako, da maksimirajo varianco podatkov.

Matematicna izpeljava

1. OsrediS¢enje podatkov

Naj bo X podatkovna matrika dimenzij n X m, kjer je n $tevilo primerov in m $tevilo znagilk.
Privzamemo, da so podatki osredisCeni, kar pomeni, da za vsako znacilko velja:

1 n
—E Xi;j=0, zavsakj=1,2,...,m
n

i=1

Ce podatki niso osredi§&eni, jih predhodno osredig&imo.

2. Iskanje prve komponente u;

IS¢emo vektor uy (dimenzije m X 1), ki dolo¢a prvo glavno komponento — smer v prostoru
znacilk, kamor, Ce projiciramo podatke, bo varianca projekcij najvecCja. Projekcija podatkovne
matrike X na u je:



z:Xu1

Varianca projekcije z je:
1 1
Var(z) = — || Xu|)? = —uf X" Xy,
n n

Ker zelimo maksimalno varianco, je nasa kriterijska funkcija:

max u; Su,
w

kierje S = %X T X kovarianéna matrika podatkov.

Da projekcija ne postane "neskon¢na", omejimo dolzino vektorja u; na 1. To je tudi pogoj, ki

mu mora zadostiti kriterijska funkcija:
uful =1

3. Optimizacija in reSitev

Optimizacijo reSimo z uporabo Lagrangeovih multiplikatorjev. Postavimo Lagrangeovo
funkcijo:

L(ug, \) = ul Su; — A(ulu; — 1)

Pois¢emo stacionarne tocke:

L
—8 = 2SU1 — 2)\111 =0
8111

Su1 = )\ul

Zgornja enacba je lastna enacba kovariancne matrike. Torej je 1y lastni vektor kovariancne
matrike S, pripadajo¢a lastna vrednost A pa je:

Su1 = )\1111

4. ReSitev

Varianca projekcije je podana z:

1
Var(z) = ﬁHXu1H2 = uf Su,



Ker pa iz lastne enacbe velja:
Su; = \jug
sledi:
uipSul = ulT)\lul = Al(uful) = )\
ker smo predpostavili, da je uful = 1. Zato velja:
Var(z) = )\

kar pomeni, da je lastna vrednost A1 enaka varianci podatkov v smeri prve glavne
komponente u;.

Ker Zelimo maksimizirati varianco projekcije, vzamemo lastni vektor, ki ustreza najvecji lastni
vrednosti A1. Varianca v smeri u; je enaka tej lastni vrednosti:

Var(z) = A\;

Graf pojasnjenih varianc

Rezultate metode glavnih komponent pogosto predstavimo z grafom pojasnjenih varianc, Ki
ga imenujemo scree diagram. Na osi x prikazujemo zaporedne glavne komponente (1., 2., 3.,
...), ha osi y pa delez variance, ki jo posamezna komponenta pojasni. Za vsako komponento k
izraunamo pojasnjeno varianco kot razmerje med njeno lastno vrednostjo Ay, in vsoto vseh
lastnih vrednosti:

L
Z;'nzl >‘j

Graf pojasnjenih varianc omogoca vizualno oceno, koliko komponent je smiselno ohraniti.

Pojasnjena varianca;, =

Ponavadi iS¢emo "koleno" grafa, to€ko, kjer se dodatna pojasnjena varianca bistveno
zmanjsa, kar pomeni, da nadaljnje komponente prispevajo zelo malo informacij.

Razlaga

Glavne osi, ki jih dolo€i PCA, so predstavljene kot linearne kombinacije osnovnih atributov,
kar pomeni, da je vsaka komponenta utezena vsota originalnih znacilk. Ceje uy prva glavna
komponenta, potem je vsota:



u = (wl,wz,...,wm)T

kjier so w; uteZi za posamezno znacilko. Absolutna vrednost uteZi |wj| nam pove, koliko
prispeva posamezni atribut k tej komponenti — vecja kot je utez, pomembnejsi je vpliv
znacilke.

Pri interpretaciji utezi moramo upostevati, da so bili podatki predhodno normalizirani, torej, da
imajo vse znacilke podobno lestvico (npr. srednja vrednost 0 in standardni odklon 1). To je
pomembno, ker PCA sicer favorizira znacilke z ve€jo numeri¢no razprsenostjo, ne glede na
njihovo dejansko informacijsko vrednost. Normalizacija torej omogoca, da prispevki k
komponentam temeljijo na strukturi podatkov, ne na razli¢nih merskih enotah ali razponih
znacilk.

Alternativha numericna resitev

V praksi, ko zelimo podatke projicirati v dve dimenziji, potrebujemo le prvi dve glavni
komponenti. Ni treba raCunati vseh m lastnih vektorjev kovarianéne matrike, kar bi bilo
racunsko zahtevno za velike . Namesto tega lahko uporabimo pohitrene postopke, kot sta
potenc¢na metoda in Gram-Schmidtova ortogonalizacija.

Poten¢na metoda je preprost algoritem za iskanje najvecjega lastnega vektorja simetri¢ne
matrike .S, torej matrike, kot je nada kovarian¢na matrika. Deluje tako, da poljubni zagetni
vektor ve¢krat mnozimo z S in vsaki¢ normiramo rezultat:

k+1) _ Sv®

v

1Sv]

Postopek ponavljamo, dokler se v(*) ne stabilizira. Rezultat je prvi lastni vektor uy, Ki ustreza
najvedji lastni vrednosti Aj.

Ko najdemo uy, zelimo Se drugi lastni vektor u», ki je ortogonalen na u;. Da to dosezemo,
lahko z Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo "pocistimo" novo iskanje:

1. Pois¢emo priblizek v za nasledniji lastni vektor (npr. s potenéno metodo).
2. Odstejemo projekcijo na uy:

VvV, =V — (vTul)ul

3. Normiramo v |, da dobimo us.



Polni izracun vseh m lastnih vektorjev in vrednosti zahteva Cas O(m3), ker gre za splosno
reSevanije lastne enacébe. Ce pa potrebujemo le prvi dve komponenti, lahko s potenéno
metodo in Gram-Schmidtom pridemo do Zelenih rezultatov v Casu O(m2), saj mnozimo le
matriko z vektorjem. To je bistveno hitreje, zlasti za zelo visoke dimenzije, kjer je ™ veliko.

Taksen pristop omogoca ucinkovito hiter izracun dveh glavnih osi in s tem pripravo
dvodimenzionalne projekcije podatkov za vizualizacijo.

Regularizacija

Z regularizacijo se bomo podrobneje ukvarali v kasnejsih poglavjih. Tu le omenimo, da je tudi
za glavne komponente ta mozna in da nam lahko pomaga pri gradnji enostavnejsih modelov
Ki jih lazje razloziti.

Predpostavimo namrec€, da pri iskanju glavnih komponent uvedemo tudi regularizacijo uteZi
vektorjev uy, Uy, . . ., s katerimi dolo€imo posamezne komponente. Cilj take regularizacije je
nadzorovati kompleksnost komponent in prepreciti, da bi posamezne znacilke imele prevelike
utezi. Namen torej je, da dobimo enostavnejse, bolj razlozljive komponente, kjer vsak atribut
prispeva omejeno (ali pa sploh ne). S tem zmanjSamo tveganje, da bi model sledil Sumu, in
poveCamo moznost interpretacije, saj so komponente enostavnejse in bolj pregledne.
Prednost regularizacije je torej v tem, da dobimo stabilne in pogosto redke (angl. sparse)
resSitve, kar pomeni, da se v posamezni komponenti pojavijo le nekatere znacilke z vecjimi
utezmi, druge pa imajo nicelne ali skoraj niCelne utezi. To omogoca lazjo razlago komponent,
saj je jasno, katere znacilke so pomembne.

Obstajata dve glavni obliki regularizacije utezi:

1. L2 regularizacija (Ridge): kaznujemo prevelike vrednosti utezi, tako da dodamo
pogoj:

kjer je ¢ konstantna meja.
L2 regularizacija daje gladke reSitve, kjer so vse utezi majhne, vendar ve€inoma
razlicne od nic.



2. L1 regularizacija (Lasso): kaznujemo vsoto absolutnih vrednosti utezi, s Cimer
spodbujamo nicelne utezi:

m
D il <e
j=1

L1 regularizacija vodi do redkih (sparse) komponent, kjer so mnoge utezi enake
ni¢. Tako so glavne komponente definirane le s podmnozico znacilk.

Projekcijo z regulariziranimi utezmi dobimo tako, da v osnovni optimizacijski problem za
glavno komponento vklju¢imo $e omejitveni pogoj, npr.:
m
maxu? Su; ob pogoju Z luj| <c
u;
J=1

ali za L2:

m
T . 2
maxu s <
1ax U Su; ob pogoju Zu] <c
j=1
Tako dobljene komponente omogocajo lazZjo interpretacijo, ker so pogosto sestavljene le iz
nekaj klju¢nih atributov, kar je Se posebej pomembno pri podatkih z veliko znacilkami.

Vecrazredno lestvicenje

Metoda vecCrazrednega lestvicenja (angl. multidimensional scaling, MDS) poiSce predstavitev
podatkov v nizki dimenziji (navadno v dveh ali treh dimenzijah), kjer bodo medsebojne razdalje
med toCkami ¢im bolj podobne razdaljam primerov v originalnem prostoru. Namen metode je
torej vizualizacija podatkov, ki temelji na ohranjanju razdalj med primeri. Vhod v MDS so torej
medsebojne razdalje med podatkih; metoda torej ne zahteva atributnega zapisa podatkov.
Metoda torej deluje neposredno na razdaljah in ne na atributih.

Kriterijska funkcija, ki jo metoda minimizira, je vsota kvadratov razlik med originalnimi in novo
dobljenimi razdaljami:



min E (dij — |1zi — z])’
Z1,. .., 2y T
1<)

kjer je d;; podana razdalja med primeroma ¢ in 7,

z; — 2| pa razdalja v novi
nizkodimenzionalni predstavitvi.

Iskanje reSitve tega problema, torej, vlozitev primerov v novi nizkodimenzionalni prostor,
poteka s postopki numeri¢ne optimizacije, saj gre za nelinearen problem brez analiticne
reSitve. To je drugaCe od metode PCA, za katero smo lahko nasli analiticno resitev. Postopek
iskanja resitve MDS poteka v naslednjih korakih:

1. Najprej izberemo zaéetno postavitev tock z1, . . . , z,,, na primer naklju¢no v
ravnini. V praksi mnogokrat izhajamo iz postavitve tock, ki jo pridobimo z
izraCunom glavnih komponent.

2. Nato postopoma izboljSujemo postavitev tako, da premikamo tocke z; v smeri,
ki zmanj$a vrednost kriterijske funkcije. Za ta namen uporabimo gradientni spust
ali druge optimizacijske algoritme (npr. iterativno vecCkratno prilagajanje, SMACOF
algoritem).

3. Pri gradientnem spustu raCunamo gradient kriterijske funkcije po vsaki
koordinati z;, to pomeni, da za vsako tocko izracunamo, v katero smer jo moramo
premakniti, da bo kriterijska funkcija manjsa.

4. Postopek ponavljamo, dokler se vrednost kriterijske funkcije ne neha pomembno
zmanijSevati, torej dokler ne dosezemo konvergence.

Problem MDS je pogosto zelo zahteven za raCunalnisko izvedbo, ker Stevilo parov tock
narasca kvadratno z n — to pomeni, da za n toCk moramo primerjati n(n — 1)/2 parov, kar
je zelo veliko za veCje mnozice podatkov. Zaradi te po€asnosti so razviti tudi hitrejsi ali
aproksimativni algoritmi, ki pri iskanju reSitve upostevajo le del razdalj (npr. razdalje do
najblizjih sosedov), ali pa uporabljajo pohitrene metode, kot so stohasti¢ni gradientni spust,
kjer se v vsakem koraku posodobi le naklju¢na podmnozica toCk. Ena izmed znanih pohitrenih
razliCic je metoda SMACOF (angl. Scaling by Majorizing a Complicated Function), ki v vsakem
koraku resSi priblizek originalnega problema in tako hitreje konvergira.

Pomembno je poudariti, da MDS ni projekcija, ker nove koordinate toCk niso linearne
kombinacije originalnih atributov, temvec je viozitev v nov vektorski prostor. Nove dimenzije
nimajo pomena, saj jih dolo€¢imo samo zato, da ¢im bolje ohranimo razdalje. Poleg tega je
reSitev invariantna na rotacije, zrcaljenja in premike — Ce bi vse toCke zavrteli ali premakanili, bi



bila resSitev Se vedno enakovredna, saj bi razdalje ostale enake.

Glavna razlika med vlozZitvijo in projekcijo je torej v tem, da pri projekciji (kot pri metodi glavnih
komponent) nove osi nastanejo kot kombinacije obstojecCih znacilk in imajo v€asih mozno
interpretacijo, medtem ko pri vilozitvi (kot pri MDS) nove osi nimajo pomena in jih dolo¢imo
izkljuéno za vizualizacijo na podlagi ohranjanja razdalj.

Slabost metode MDS je, da poskusa ohraniti vse razdalje med pari podatkovnih tock, zato
pogosto daje prevelik poudarek na ohranjanje velikih razdalj med oddaljenimi pari, namesto
da bi se osredotocila na ohranjanje bliznjih sosedstev, ki so za razumevanje lokalne strukture
podatkov pomembnejsa. Posledi¢no lahko MDS slabse prikaze lokalne grucCe in sosednje
primere.

Primer: ¢e imamo dve tocki, ki sta v originalnem prostoru zelo blizu skupaj, recimo na razdalji
1, in dve tocki, ki sta zelo dale€ narazen, recimo na razdalji 100, in Ce pri vlozitvi vse razdalje
odstopajo za 10 %, bo to pomenilo, da se razdalja 1 spremeni v 1,1, medtem ko se razdalja
100 spremeni v 110. Ceprav je napaka v odstotkih enaka, bo napaka pri veliki razdalji (10
enot) bistveno vecja v absolutnem smislu kot pri majhni razdalji (0,1 enote). Zato bo MDS pri
optimizaciji poskusal bolj popraviti velike napake pri oddaljenih toCkah, pri ¢emer lahko
zanemari to€ne razdalje med bliznjimi toCkami, ki pa so pogosto najpomembnejSe za
razumevanje strukture podatkov.

Ohranjenje soseScin (t-SNE)

Metoda t-SNE (angl. t-distributed Stochastic Neighbor Embedding) je namenjena iskanju
dobre predstavitve podatkov, kjer bodo podatkovni primeri, ki so si podobni, blizu skupaj, in
tisti, ki so si razli¢ni, dale€ narazen. Glavna ideja t-SNE je, da se osredotoCi na ohranjanje
lokalne strukture podatkov, torej da sosednje toCke v visoki dimenziji ostanejo sosednje tudi v
dvodimenzionalni predstavitvi.

Metoda t-SNE najprej izracuna, kako verjetno je, da bi bili podatkovni pari sosedje v
originalnem prostoru. Nato v nizki dimenziji postavitev podatkovne tocCk tako, da so
verjetnosti sosedstva tock ¢im bolj podobne tistim v originalnem prostoru. Za razliko od
metod, ki ohranjajo razdalje (kot je veCrazredno lestvicenje), t-SNE ohranja sosedstva in je
zato posebej primerna za odkrivanje gruc in lokalnih vzorcev v podatkih.

Matemati¢no t-SNE deluje tako, da za vsak par podatkovnih tock 7 in j najprej dologi



verjetnost p;;, ki meri, kako blizu sta si toCki v originalnem prostoru. To verjetnost izracunamo
s pomocjo Gaussove porazdelitve:

exp(—|[|x; — x;|*/207)

p. . =
I S s exp(—[|xi — xi][2/207)
_ Pjli TPij
4 2n

Parameter o; doloCa, kako dale€ segajo sosednje toCke okoli podatkovne toCke Xx;. Vecja
vrednost o; pomeni, da bo vec¢ oddaljenih toCk obravnavanih kot sosedje, manjSa vrednost pa
omeji sosedstvo na blizje toCke. Da se o; ustrezno nastavi za vsako tocko, izberemo globalni
parameter, imenovan perplexnost (perplexity), ki doloCa pri€akovano stevilo sosedov.
Algoritem nato prilagodi o; tako, da stevilo sosedov, dolo€enih s porazdelitvijo verjetnosti,
priblizno ustreza izbrani perplexnosti. Perplexnost torej uravnava kompromis med lokalnimi in
globalnimi odnosi: manjSe vrednosti poudarijo majhne gruce, vecje vrednosti pa zajamejo
Sirso strukturo podatkov.

V nizki dimenziji, kjer imamo tocCke z1, . . . , Z,, definiramo podobno verjetnost g;;, ki meri,
kako blizu sta si tocki v 2D prostoru. Namesto Gaussove porazdelitve uporabimo Studentovo
t porazdelitev z eno stopnjo prostosti (porazdelitev t-distribucije), ki omogoc€a vecje razdalje in
s tem bolj naravno razporeditev oddaljenih tock:

ol )
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Glavna optimizacijska naloga je, da minimiziramo razliko med verjetnostmi p;; in gq;;. Za

merjenje te razlike uporabimo Kullback-Leibler (KL) divergenco:

. p‘ .
min KL(P|Q) = Zpij log =
Z1,...,Zp — ql_]

i#]
Kriterijska funkcija torej meri, kako daleC so verjetnosti sosedstva v 2D od tistih v originalnem
prostoru. Manj$a kot je ta razlika, boljSe je ujemanje med 2D in originalnim prostorom.

ReSevanje problema poteka z iterativno numeri¢no optimizacijo, najpogosteje z gradientnim
spustom. V vsakem koraku izracunamo gradient kriterijske funkcije po koordinatah to¢k z; in
jih ustrezno popravimo, da se zmanjSa vrednost kriterija. Zaradi narave kriterijske funkcije in
velikega Stevila parov tock je t-SNE racunsko zahteven in razmeroma pocCasen, Se posebej za



velike podatkovne mnozice. Da bi to tezavo zmanjsali, obstajajo razlicne pohitrene razliCice,
kot sta Barnes-Hut t-SNE in optimizacija z uporabo stohasti¢nih metod.

Pomembno je znova razumeti, da t-SNE ni projekcija, temvec vlozitev v nov vektorski prostor.
Nove dimenzije ne predstavljajo nobene linearne kombinacije originalnih znacilk in nimajo
posebnega pomena. t-SNE pois€e takSno postavitev tocCk, ki je glede sosedstev najbolj
podobna originalni strukturi podatkov. Ker gre za vloZitev, je reSitev, tako kot pri
vecdimenzionalnem lestviCenju, invariantna na rotacije, zrcaljenja in translacije.

Pri uporabi t-SNE je pomembno, da toCke v vlozitvi opazujemo predvsem s staliS¢a njihove
sosescCine. To pomeni, da je smiselno gledati, katere toCke so blizu skupaj, saj t-SNE ohranja
predvsem lokalne odnose. Oddaljenost med bolj oddaljenimi gru¢ami pa ni nujno sorazmerna
z njihovo dejansko oddaljenostjo v originalnem prostoru. Dve gruci, ki sta v vloZzitvi zelo
narazen, bi lahko bili v resnici blizje, kot kaze slika, ali pa bi bili Se bolj oddaljeni. Zato pri
interpretaciji rezultatov t-SNE ne smemo razlagati razdalj med gru¢ami, temvec le notranjo
strukturo posameznih gruc in njihova sosedstva.

Vlozitve podatkov na osnovi mnogoterosti in
grafov (UMAP)

Metoda UMAP (angl. Uniform Manifold Approximation and Projection) temelji na teoriji
mnogoterosti (manifolds) in teoriji grafov in je namenjena iskanju predstavitve podatkov, kjer
bodo ohranjene tako lokalne znacilnosti (sosedstva) kot tudi globalna struktura, kot so
medgrucne razdalje. V primerjavi s t-SNE je UMAP morda manj obcutljiv na parametre in bolje
ohranja splos$no strukturo podatkov.

Osnovna ideja metode je, da v visoki dimenziji najprej zgradi graf sosedstev, ki opisuje lokalne
povezave med podatkovnimi tockami, nato pa v nizki dimenziji iSCe takSno postavitev tock, ki
ohranja ta sosedstva.

Matemati¢no UMAP najprej doloGi verjetnosti p;;, ki merijo, kako mo¢no je tocka j povezana
s toc¢ko % v visokodimenzionalnem prostoru. Te verjetnosti so definirane z uporabo razdalj in

funkcije:

d(x;,%;) — Pi)

Dij = €Xp (—
o



Kjer je d(xi, xj) razdalja med toCkama, p; minimalna razdalja do prvega soseda (da se
zagotovi lokalna prilagoditev), o; pa Sirina obmocja sosedstva, ki se doloci tako, da
povprecno Stevilo sosedov ustreza zeljeni perplexnosti. V nizki dimenziji (npr. 2D) UMAP
dolocCi podobne verjetnosti g;;, ki opisujejo povezave med toCkami v novi predstavitvi:

1
a 1 + CLHZ@' — ZjH2b

qij

kjer sta a in b parametra, ki dologata obliko funkcije in se izbereta tako, da &im bolje
modelirata porazdelitev razdalj.

Kriterijska funkcija, ki jo UMAP minimizira, je podobna divergenci Kullback-Leibler, a temelji
na binarni krizni entropiji med verjetnostmi p;; in g;;:

C =) [pijloggij + (1 — pij) log(1 — gij)]
i)

S to funkcijo UMAP poiSce postavitev toCk tako, da bodo pari tock, ki so povezani v
visokodimenzionalnem prostoru, tudi blizu skupaj v nizki dimenziji, in pari, ki niso povezani,
dale¢ narazen. Podobno, kot pri t-SNE, optimizacijo izvajamo z gradientnim spustom (o tem
veC v naslednjih poglavjih), kjer se v vsakem koraku popravljajo koordinate tock v nizki
dimenziji, da se zmanjSa vrednost kriterija.

UMAP je torej metoda, ki omogoca hitro in u€inkovito vloZitev podatkov v nizko dimenzijo, pri
¢emer ohranja tako lokalne kot delno tudi globalne strukture, in je zaradi tega primerna za
vizualizacijo velikih in kompleksnih podatkovnih mnozic.

Drugi pristopi

Poleg zgoraj opisanih obstaja danes Se velik razred vlozitvenih pristopov, ki temeljijo na
nevronskih mrezah. Glavna prednost teh je, da se lahko u¢imo vlozitev za poljubne vrste
vhodnih podatkov, ne le za tiste, ki jih lahko opiSemo s tabelari¢nimi znacilkami. Tako lahko s
pomocjo nevronskih mrez izdelamo vlozitve tudi za slike, besedila, zvok in kompleksne
kombinacije teh podatkov.

Vlozitev se v teh primerih nevronska mreza nauci kot rezultat uenja predstavitve podatkov.
Nevronska mreza preslika vhodne podatke v vektorski prostor nizke ali poljubno dolocene
dimenzije. Ker so to parametricne metode, jih lahko po u¢enju uporabimo tudi za nove, Se



nevidene podatke, ali pa celo sestavimo nevronsko mrezo tako, da ta lahko generira nove
podatke.

Velika prednost teh pristopov je, da lahko poljubno dolo¢imo kriterijsko funkcijo, s katero
doloc¢imo, kaj naj bo vlozitev — na primer, da naj bodo podobni podatki blizu skupaj, razli¢ni
pa daleC narazen, ali pa da nam nevronska mreza dobro loCi med podatki razli¢nih razredov.
V praksi pogosto uporabljamo kontrastne funkcije, ki ucijo, da so pari podobnih primerov
blizu, pari razlicnih primerov pa dale€. Primeri takih pristopov so avtokodirniki, ki stisnejo
podatke v vmesno plast z manjSim Stevilom dimenzij, ter metode na osnovi konrastnega
ucenja, kjer se vlozitev uci na osnovi primerjav med pari ali trojicami podatkov.

A o nevronskih mrezah, avtokodirnikih in podobnih strojih in napravah Se nismo govorili in bo
za to v naslednjih poglavjih Se €as. Tu le spomnimo, da metode, ki jih omenjamo zgoraj, niso
edine in so danes skoraj klasi¢ne, Ceprav sta t-SNE in UMAP med nedavno predlaganimi. Ali
bodo vse te izginile in jih bodo nadomestile samo tehnike, ki bodo zgrajene na osnovi
nevronskih mrez pa bo pokazal ¢as.

Razlaga podatkovnih kart

O tej temi, razen Cisto malo pri metodi glavnih komponent, sploh nismo govorili. A je razlaga
nadvse pomembna in je ta pravzaprav tista, zaradi katerih podatkovne karte sploh gradimo.
Cakajo¢ pisce teh zapiskov, da te opremijo s primeri (tudi s temi, ki smo jih obravnavali na
predavanijih), tu povejmo le, da je razlaga kart podobna razlagi skupin, ki smo jo opisali v
prejSnjem poglavju: izberemo skupino toCk in za to ugotovimo, katere znacilke in njihove
vrednosti so ji lastne in kako te locCijo izbrano skupino od ostalih primerov. Idealno bi sicer
bilo, da nam take skupine in njihovo razlago poiscejo algoritmi avtomaticno ter pri tem
ugotovitve povzamejo, na primer z uporabo velikih jezikovnih modelov, a tovrstnih programov,
kjer bi to delovalo tako, kot smo na kratko opisali, (skoraj) ni in je prilonosti za njihov razvoj Se
veliko.
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