Nomogrami in posploSeni linearni modeli

Na podro¢ju odkrivanja znanj iz podatkov gradimo modele, ki jih je
treba — z namenom razumevanja odkritih vzorcev — ustrezno pred-
staviti uporabniku. Eden najuc¢inkovitej$ih na¢inov predstavitve je
grafi¢ni, saj lahko v dvodimenzionalnih vizualizacijah preprosto
primerjamo vpliv (mo¢) razli¢nih dejavnikov in njihove medsebojne
interakcije. V preteklih poglavjih smo grafi¢ne predstavitve uporabl-
jali predvsem za prikaz podatkovnih primerov, ne pa samih mod-
elov, v tem poglavju pa se osredotocamo prav na grafi¢ne prikaze
modelov. Pri tem se bomo omejili na modele, pri katerih so vhodne
znacilke med seboj linearno povezane, ter na posebno obliko njihove
predstavitve, imenovano nomogrami.

Nomograme so zaceli graditi Ze ob koncu 18. stoletja, ¢e ne Se
prej. Njihov namen je bil predvsem poenostaviti izra¢un sicer kom-
pleksnih matemati¢nih zvez. Nomograme so uporabljali na Stevil-
nih podrogjih, kot so elektronika, balistika, prenos toplote, radioak-
tivnost, medicina, biomehanika, Zivilska tehnologija, inZenirstvo ter
fizikalne, bioloske in poslovne vede. Za ilustracijo slika [17] prikazuje
nomogram za Ohmov zakon ter nomogram za izra¢un poti pri
enakomerno pospesenem gibanju oziroma v balisticnem modelu s
teZnostnim pospeskom.

Nomografija je bistveno bolj pestra in zanimiva veda, kot jo bomo
uporabili in predstavili v tem poglavju. Osredotocili se bomo pred-
vsem na linearne kombinacije znacilk ter transformacije njihovih
utezenih vsot, kot se pojavljajo v dolo¢enih napovednih modelih. Te
modele ozna¢ujemo s skupnim izrazom posploSeni linearni modeli
(angl. generalized linear models). Ceprav temeljijo na linearnih kom-
binacijah vhodnih spremenljivk, so zaradi svoje robustnosti, enos-
tavnosti interpretacije in moZnosti u¢inkovite grafi¢ne predstavitve z
nomogrami izjemno uporabni v praksi.

Nomogrami omogo¢ajo intuitivno pretvorbo matemati¢nega mod-
ela v vizualno orodje za odlo¢anje, kar je e posebej pomembno v
aplikativnih vedah, kot je medicina. Med najbolj znanimi primeri
je t. i. Kattanov nomogram, ki se uporablja za napoved verjetnosti
klini¢nih izidov (npr. preZivetja ali ponovitve bolezni) na podlagi vec¢

Beseda nomogram izhaja iz grskih besed
nomos (zakon) in gramme (Crta) ter
oznaluje grafi¢ni prikaz matemati¢nih
zakonitosti.

Izjemno zanimiv in celovit pregled
podrocja nomografije podaja ¢lanek
Martinez-Pagén & Roschier (2022)
Nomography: A renewed pedagogical
tool to sciences and engineering high-
education studies. Heliyon, 8(6), eog731.



96 UVOD V ODKRIVANJE ZNAN]J IZ PODATKOV

Napetost U [V]
1

klini¢nih dejavnikov; konkretno se pogosto uporablja za napoved 12-
letne verjetnosti preZivetja brez ponovitve raka prostate po kirurskem
zdravljenju. Primer takSnega nomograma je prikazan na sliki 18} kjer
posamezne vrednosti vhodnih spremenljivk prispevajo tocke, katerih

Upornost R [Q)]
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vsota se nato preslika v kon¢no napovedno verjetnost.
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V tem poglaviju si bomo ogledali vrsto napovednih modelov, ki

jih lahko u¢inkovito predstavimo z nomogrami, zlasti v njihovi pre-

prostejsi obliki, kot jo ponazarja Kattanov nomogram. Za¢nemo

z linearno regresijo, nato pa preidemo na $ir$i razred modelov, ki

kljub morebitni nelinearni transformaciji ohranjajo linearno struk-

turo v parametrih, ter raziS¢emo, v koliksni meri jih lahko enotno

obravnavamo v okviru posplosenih linearnih modelov. Ceprav

nomografija kot disciplina ponuja bistveno $irsi nabor pristopov in
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Slika 17: Nomograma za
Ohmov zakon (V = IR,
levo) in za izra¢un poti pri
enakomerno pospeSenem
gibanju (d = vt — Jgt?, desno).

Slika 18: Pooperativni nomo-
gram (Kattan in sod. (1999)
Journal of Clinical Oncology
17(5).) za napoved 12-letne
verjetnosti preZivetja brez
ponovitve raka prostate po
radikalni prostatektomiji.
Nomogram uporabimo tako,
da za vsako vrednost klini¢ne
znacilke od¢itamo pripadajoce
Stevilo tock na zgornji lestvici,
tocke seStejemo, nato pa
skupno vsoto na spodnji lestvici
preslikamo v napovedano ver-
jetnost. Nomogram nam poleg
pomodi za napoved grafi¢no
predstavi tudi pomembnost
posameznih znacilk.
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konstrukcij, se njena sodobna uporaba pri napovednih modelih vedi-
noma omejuje prav na taksne, pregledne in interpretabilne oblike,

ki omogo¢ajo neposredno povezavo med vhodnimi zna¢ilkami in
kon¢no napovedjo, kot je razvidno na sliki

Nomogram za model linearne regresije

Tole bo kar precej enostavno. Linearna regresija je uteZena vsota.
Vsak del uteZene vsote lahko obravnavamo kot tocke, ki se na koncu
sestejejo in pretvorijo v konéno napoved. To¢kovanje lahko poenos-
tavimo tako, da so tocke celostevilske in jih je na koncu enostavneje
sesteti, vendar potrebujemo pretvorbo v konéno veli¢ino, ki pa je lin-
earna. Primer takega nomograma prikazuje slika [19|z nam Ze znanim
primerom izrac¢una deleza telesnih mascob.

Points | ; ; ' ; |
0 20 w0 o w0 100

Age (years) |

Weight (kg) + + + +

Abdomen (cm) } } } }

Biceps (cm)
30 40

Total points | + + + + + +

Predicted body fat Brozek (%) 1+

Read points for each predictor from the top scale, sum them, then map total points to the predicted percentage.

body fat brozek = -46.07 -0.009 * age -0.362 * weight +0.936 * abdomen +0.252 * biceps R"2 = 0.722

Z nomogramom smo model grafi¢no predstavili tako, da ga lahko
sedaj uporabljamo tudi brez racunalnika, zgolj z od¢itavanjem in
sestevanjem toc¢k. TakSen prikaz obenem jasno poudari pomen
posameznih znacilk oziroma njihovo “mo¢” v modelu, saj se njihov
vpliv neposredno odraza v razponu tock, ki jih prispevajo k skupni
napovedi.

Postavlja se vprasanje, ali obstajajo tudi drugi, podobno enos-
tavni modeli za nekoliko druga¢ne napovedne naloge, torej taksni,
pri katerih znacilke prav tako poveZemo z uteZeno vsoto, nato pa
dobljeno vrednost preoblikujemo z ustrezno (nelinearno) povezo-
valno funkcijo, tako da lahko modeliramo tudi diskretne ali kako

Slika 19: Nomogram linearne
regresije za izracun deleza
telesnih mas¢ob (t. i. body

fat Brozek). 1z grafa je jasno
razvidno, da je klju¢na spre-
menljivka obseg trebuha, veliko
manjSo vlogo ima teZa, medtem
ko je vpliv starosti in mer bi-
cepsa skoraj zanemarljiv. Vpliv
zaletne vrednosti funkcije smo
upostevali pri pretvorbi zbranih
toc¢k v vrednost razreda.
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drugace omejene ciljne spremenljivke. V nadaljevanju za¢nemo s
primerom takSnega modela, ki ga bomo uporabili za razvrs¢anje,
nato pa se vprasamo, ali so tovrstne razsiritve dovolj splosne za Sirsi
razred modelov, kaj pri njih pravzaprav predpostavimo, od kod izha-
jajo njihove kriterijske funkcije in ali gre pri tem za zanimiv razred

1 kupnimi 1 i.
modelov s skupnimi lastnostmi Slika 20: Primer klasifikacijskih

podatkov z meta atributum,

Uvod v logisticno regresijo neodvisnima spremenljivkama
Zatni i mighent . V tabeli s slik brani in razredom (Otok).
acrun.m z (izmis ]e'mm) P.rlmerom. ' ta .e i s slike [20[so zbrani N P— Vadba _ Spanje  Otok
kopalci na Bledu, ki smo jih vprasali, koliko ur na teden se ukvarjajo
« . . v . o . L1 . Alenka 7 8 1
s §portom in koliko ur so prejSnjo no¢ spali. Zabelezili smo tudi, ali Ana 5 8 o
so v dnevu intervjuvanja uspeli odplavati na otok. Ta je od bliznjega Andrej 5 5 o
kopalis¢a oddaljen ve¢ kot pol kilometra v eni smeri, zato je plavanje Blaz > 9 !
. X s . . y Bostjan 7 5 0
na otok in nazaj kar zalogaj, ki ne bi bil ravno primeren za slabse Goran 12 6 1
kopalce. Cilj je razviti aplikacijo, ki bi kopalcem svetovala, seveda grigor 10 9 1
. ey . . . e . . . elena 1
glede na fizi¢no pripravljenost in spocitost, ali naj se napotijo na tak Irena g 2 o
podvig. Aplikacija seveda potrebuje napovedni model, tega pa lahko Janez 5 6 0
zgradimo iz nasih podatkov. Jure 5 4 ©
. . . C o R TI Katarina 4 3 °
Ker so podatki dvodimenzionalni, jih je najbolje izrisati v raz- Klara 3 9 1
sevnem diagramu. Ozna¢imo tudi razred. Ze prvi pogled na izris Luka 5 4 0
¥ . v o . . . Maja 9 6 o
kaZze, da je morda mogoce dobre plavalce in tiste, ki se bolj kopajo, Marko B ” o
lociti s ¢rto oziroma odlotitveno mejo. Ta je linearna, zato jo lahko Matej 4 8 1
zapigemo kot xT6 = 0. Izris vklju¢uje tudi tri nove obiskovalce: Saro, xg}‘; 161 ‘5‘ (1)
Martina in Leona. Kateremu izmed njih bo nasa aplikacija oziroma Nika s 5 o
model svetovala, da lahko odplava do otoka in priplava nazaj? Nina 8 6 1
. . v o c 11w Petra 3 6 o
Sara je na strani plavalcev. Je dale¢ od odlocitvene meje ki lo¢i med Polona 5 3 .
obema razredoma. Prav gotovo lahko plava do otoka in nazaj. Martin Rok 10 6 1
je zelo na drugi strani, nikakor naj se ne oddalji od obale. Leon je, kar gzzz 160 ; :
se tice odlo¢itvene meje, na strani plavalcev, a za las. Svetovati mu da Sebastjan 12 5 1
naj poskusi plavati do otoka bi bilo zelo narobe. Na§ problem je sicer i?ﬁvana 12 9 1
e 1. u 1. . L. asa 11 o
klasifikacijski, Zelimo napovedati enega od dveh moznih razredov, a Ti)maz 1 ? 1

bolje bi bilo to narediti previdno, z uporabo verjetnosti. Ker je Sara
zelo oddaljena od odlocitvene meje, je prav gotovo kandidatka za
odhod na otok, Martin nikakor ne, Leon pa je nekje na maje, njegova
verjetnos “plavalnega” razreda je okoli 50%.

Postaja nam jasno: oddaljenost od odlo¢itvene meje moramo
pretvoriti v verjetnosti. Kar seveda ne bo problem. Linearna kombi-
nacija z = x76 je pravzaprav proporcionalna oddaljenosti od premice,
ki jo dolo¢ajo parametri 6. Za pretvorbo lahko uporabimo funkcijo,
katere zaloga vrednosti je med 0 in 1. Primer take funkcije je sig-
moida ¢ (z), naSa verjetnost pa je potem

P(y:1|x)=(7(z):1+17.
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Odlotitvena meja s slike [21]ima parametre parametre 6y = —15.6,

61 = 0.8 in 6, = 1.6, zato lahko odlocitveno enacbo za oddaljenost od
te meje zapisemo kot

z = —15.6 + 0.8 - vadba + 1.6 - spanje.

Za nove primere dobimo: Sara ima z = 5.5in P(otok = 1) ~ 1.0,
zato je zelo primerna kandidatka za plavanje do otoka; Martin ima
z = —6.7 in P(otok = 1) =~ 0.0, zato mu to odsvetujemo; Leon pa
ima z = 0.6 in P(otok = 1) ~ 0.6, kar pomeni, da je blizu odlo¢itvene
meje in je odlotitev precej negotova.

Dobljeni model lahko predstavimo z nomogramom (slika [23).

Points

vadba

spanje

Total points

Predicted P(otok=1)

L e L t
0.01  0.050.1 0.20.3 0.5 0.70.8 0.90.95  0.99

Read predictor points from the top scale, sum them, then convert total points to probability.

logit P(otok=1) = -14.828 +0.756 * vadba +1.567 * spanje

Dobljeni model lahko predstavimo z nomogramom (slika [23). Pri
tem vsakemu vhodnemu atributu (vadba, spanje) priredimo svojo
lestvico, na kateri posamezna vrednost atributa prispeva dolo¢eno
Stevilo tock, sorazmerno z utezjo v linearni kombinaciji. Te tocke

Slika 21: U¢ni podatki, moZzna
lo¢itvena meja med razredoma,
in novi (imenovani) primeri, ki
jih moramo Se razvrstiti.

Slika 22: Sigmoidna funkcija.

Slika 23: Nomogram za napove-
dovanja verjentosti plavanja na
Blejski otok.
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nato seStejemo v skupni rezultat, ki ustreza vrednosti linearnega
napovednega dela z = x76. Ker pa nas pri logisti¢ni regresiji ne
zanima neposredno z, temve¢ verjetnost, se v naslednjem koraku
skupni rezultat preslika Se skozi sigmoidno funkcijo, kar v nomo-
gramu obicajno ponazorimo z dodatno, nelinearno lestvico na dnu
grafa. Tako dobimo celovit vizualni pripomocek, ki omogoca, da
brez eksplicitnega ra¢unanja najprej ocenimo prispevek posameznih
dejavnikov, nato njihovo vsoto in konéno Se pripadajoco verjet-
nost razreda. Tak$na predstavitev je posebej uporabna v praksi,
saj zdruZuje interpretabilnost linearnega modela z intuitivnim
razumevanjem verjetnosti: uporabnik lahko neposredno vidi, kako
sprememba ene spremenljivke vpliva na konéni izid, hkrati pa ohrani
obcutek za negotovost napovedi, zlasti v blizini odlo¢itvene meje.

Model, ki smo ga precej na hitro in morda malo povrsno uvedli na
naSem primeru se imenuje logisti¢na regresija. Pomembno je, da tako
kot linearna regresija tudi ta model uporablja linearno kombinacijo
neodvisnih spremenljivk, katere rezultat pa tokrat, ¢isto zato, da
lahko vrnemo verjetnosti, transformiramo z sigmoidno funkcijo. A
postavlja se vprasanje: kako se sploh nau¢imo “pravih” parametrov
naSega modela, toej vektorja 6? Kaksno kriterijsko funkcijo za to
optimiziramo? Iz kak3nih predpostavk ta izhaja? Poznamo poleg
linearne in logisti¢ne regresije Se kaksne druge modele te vrste?
In kon¢no, je tudi to mo¢ uporabiti strojno odvajanje in gradientni
sestop za ucenje modela?

Cas je za malce teorije.

Eksponentna druZina porazdelitev

Od kod torej izhajajo modeli, kot sta linearna in logisti¢na regresija?
Kaksne predpostavke sploh pri tem naredimo o podatkih? Uberemo
podoben pristop kot ga Ze poznamo pri linearni regresiji: namesto,
da bi si izmislili kriterijsko funkcijo (npr. vsota kvadratov napak na
uéni mnozici), bomo izhajali iz verjetnostnega modela, torej modela,
ki generira podatke v u¢no mnozico, in iz te predpostavke izpeljali
kriterijsko funkcijo.

Razred porazdelitev, ki se za na$ namen izkaZe Se posebej uporaben,
je eksponentna druZina. Porazdelitev spada v to druZino, ¢e njeno ver-
jetnostno funkcijo (ali gostoto) za spremenljivko y lahko zapiSemo v
obliki

py | n) =h(y) exp(nT(y) — A1),

Kjer je 7 = 1(0) naravni parameter, T(y) zadostna statistika, A(7)
normalizacijska funkcija, h(y) pa od parametra neodvisen del. Torej:

® 0 so parametri modela,
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® 7 je naravni parameter porazdelitve; v posplosenih linearnih mod-
elih predpostavimo, da velja 7(x) = x76, zato je model linearen

v,
e A(7n) je normalizacijska funkcija, za katero velja E[T(y)] = A’(y),

e u(x) = E[T(y) | x]je povezana z i prek zveze uy = A'(n); v

primeru T(y) = y to ustreza E[y | x].

Ker nas bo pri strojnem ucenju zanimal logaritem verjetja, je
smiselno izraz za verjetnostno funkcijo za eksponentno druzino loga-
ritmirati:

logp(y | 1) = nT(y) — An) +log h(y).

V razdelkih, ki sledijo, si bomo ogledali tri primere porazdelitev, ki
sodijo v to druzino in iz katerih izhajajo linearna, logisti¢na in Pois-
sonova regresija. Vsak primer bomo analizirali v naslednjih korakih:

1. Privzeta porazdelitev: zapiSemo verjetnostno porazdelitev za
naklju¢no spremenljivko y (oziroma njen logaritem) ter jo preured-
imo v obliko eksponentne druzine,

2. Pri¢akovana vrednost: izratunamo pri¢akovano vrednost

p(x) =Ely | +],
in preverimo, da se ujema z zvezo u = A’(#). Ta korak bi sicer
lahko pri spodnji obravnavi posameznih modelov tudi izpustili,
vendar se ga splaca izvesti, saj nam pomaga bolje razumeti en-
titete, ki nastopajo v eksponentni druzini, hkrati pa se ob tem
spomnimo tudi izrazov za pri¢akovano vrednost pri posameznih
porazdelitvah.

3. Povezava med povpre¢jem in linearnim napovednikom: v tem
poglavju se bomo omejili na modele, pri katerih naravni parameter
porazdelitve dolo¢imo z linearno kombinacijo znacilk, torej

n(x) = x76.
Nato bomo poiskali, kako je povpre¢na vrednost

u(x) =Ely | ]
povezana s tem linearnim napovednikom. To zvezo opiSemo s
povezovalno funkcijo g, za katero velja

g(u(x)) = x'6.

4. Verjetje: zapiSemo logaritemsko verjetje, iz katerega dobimo kri-
terijsko funkcijo za uc¢enje modela. Ker smo v prvi tocki Ze za-
pisali verjetnostno funkcijo ciljne spremenljivke, je ta korak skoraj
nepotreben, a ne skodi zapisati kriterijsko funkcijo, ki jo bomo
optimizirali pri u¢enju modela, da bo pri roki za implementacijo.

Izpeljimo povezavo med A(7) in
pric¢akovano vrednostjo naklju¢ne
spremenljivke y. Ker je integral gostote
verjetnosti po definiciji enak 1, velja

[ w) exp (57(w) = A)) dy = 1.
Odbvajanje zgornje enactbe po 1 da
E[T(y)] - A'() =0,
zato
E[T(y)] = A"().
V stevilnih primerih velja T(y) = y,

zato je tedaj A’(17) enak pri¢akovani
vrednosti naklju¢ne spremenljivke y.
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Verjetje in ucenje modela

Tu naj samo spomnimo, da bomo za dolo¢itev parametrov modela
potrebovali kriterijsko funkcijo, za to pa potrebujemo verjetje oziroma
njegov logaritem. Pravzaprav imamo za to Ze vse pripravljeno. Pred-
postavimo, da so u¢ni primeri med seboj neodvisni, in ko se $e od-
lo¢imo za ciljno porazdelitev razredov, lahko zapiSemo verjetje za
ucne podatke

n
p(y | X,0) = Tpi| x6).
i=1
Za ucenje parametrov maksimiziramo logaritemsko verjetje
n
€(0) =Y logp(yi | x;,0),
i=1

kar je ekvivalentno minimizaciji negativnega log-verjetja, ki ga lahko
razumemo kot kriterijsko funkcijo.

Na tej to¢ki postane povezava s strojnim u¢enjem ocitna: razli¢ne
izbire porazdelitev vodijo do razli¢nih kriterijskih funkcij, opti-
mizacija pa poteka enako, npr. z gradientnim sestopom.

Linearna regresija je poseben primer eksponentne druZine

Na uporabnost eksponentne druzine porazdelitev moramo Sele
pokazati. Pri¢nimo z najpreprostej$im primerom: linearno regresijo,
ki jo bomo obdelali po zgoraj opisanih korakih.

1. Privzeta porazdelitev. Predpostavimo, da je izhodna spremenljivka
pri danih znacilkah x normalno porazdeljena:

y | x~N(u(x),0%),

z gostoto
1 _y—px)?
Py 1x) = ——; eXP< 22 )

Logaritem gostote je

2
— 1
logp(y | x) = —% -5 log(2mc?),
kar po razvoju da
2 2
1
logp(y | x) = %y - ;7 - ;7 - Elog(Zmrz).

To je oblike eksponentne druZine

logp(y | 7) =nT(y) — A(y) +1ogh(y),
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kjer prepoznamo
Ty)=y, n= %

A =Tt loghty) = -2 — Log(ane?)

)= 2 - oghly) = 20_2 2 g .

. Pri¢akovana vrednost. Za eksponentno druzino velja E[T(y)] =
A'(n), zato

Ely | x] = A'(y).
Ker je
%,
A(n) = B
dobimo
A'(n) = %y
Ker velja i = %, sledi
Al(n) =,
torej
p(x) = Ely | «].

. Povezava med y in linearnim napovednikom. Iz zveze = %

(pri konstantni varianci) sledi # o y, zato lahko # obravnavamo kot
pt. Ce predpostavimo
n(x) = 276,

dobimo
u(x) =xTe,

torej je povezovalna funkcija identiteta.

. Verjetje. Logaritemsko verjetje za en primer je
logp(y | x,0) = —L(y — xT9)2 — 1log(27'((72).
! 202 2

Logaritemsko verjetje na u¢ni mnozici, kjer predpostavimo neod-
visnost u¢nih primerov, je
10) =Y |- Ly — 7o) - Liog(2ne?)
= 202 2 '

Drugi ¢len ne zavisi od 8, zato ga pri optimizaciji lahko zanema-
rimo. Parametre modela dolo¢imo kot

n
6 = argmein L(B) = argmein Y (yi— x16)2.
i=1

103
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Tudi logisticna regresija je primer eksponentne druZine

Podobno kot pri linearni regresiji bomo tudi logisti¢no regresijo
analizirali v okviru eksponentne druZine porazdelitev.

1. Privzeta porazdelitev. Pri binarni klasifikaciji predpostavimo,
da ciljna spremenljivka pri danih znacilkah x sledi Bernoullijevi
porazdelitvi:

y | x ~ Bernoulli(p(x)),

kjer veljay € {0,1} in
Ply=1[x)=p(x), Ply=0]x)=1-p(x).
Gostoto zapisemo kot
plyx)=p’(1—p)'7".
Logaritem gostote je
logp(y | x) = ylogp + (1 —y)log(1 —p),

kar preuredimo v

log ply | %) = ylog 71— +log(1 — ).

To je oblike eksponentne druzine

logp(y | 1) =nT(y) — A(y) +1ogh(y),

kjer prepoznamo

T(y)=y, n=log

Funkcijo A izrazimo kot funkcijo #:
Alp) =log(1+¢"),  h(y) =1.
2. Pri¢akovana vrednost. Ker je
A(n) =log(1+e"),
dobimo

e’

/ —
A=

Ker velja 7 = log %, sledi e’ = % in zato

A7) =Ely | x] = p.
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3. Povezava med y in linearnim napovednikom. Naravni parameter

je
P
1-p

Ker je 4 = p, dobimo povezovalno funkcijo (logit)

n = log

S((x)) = log 20

Ce predpostavimo

’7(9() = xT@/
sledi )
p(x T
log ———— =x"0,
E1—p()
od koder dobimo 1
PO = T

4. Verjetje. Logaritemsko verjetje za en primer je

logp(y | x,0) = ylog p(x) + (1 —y)log(1 — p(x)).

Ce predpostavimo neodvisnost primerov v u¢ni mnozici, je loga-

ritemsko verjetje:

(o) = 21 lyilog p(x:) + (1 — y;) log(1 — p(x1))].

1
Parametre modela dolo¢imo z minimizacijo negativnega log-

verjetja:

6" = argmin (— i [yilog p(x;) + (1 —y;)log(1 — P(xi))]) ,

kar ustreza kriterijski funkciji, ki jo poznamo kot krizna entropija.

Poissonova regresija

Pri Stevilnih prakti¢nih problemih nas ne zanima napoved zvezne

koli¢ine ali verjetnosti, temvec stevilo dogodkov v nekem ¢asovnem

ali prostorskem intervalu. Taksni primeri so na primer $tevilo pri-

hodov strank v trgovino na uro, $tevilo prometnih nesre¢ na dolo¢enem
odseku ceste, stevilo klicev v klicni center ali Stevilo pojavitev dolocene

bolezni v populaciji. Za taksne podatke je znacilno, da so nenega-

tivna cela Stevila in pogosto asimetri¢no porazdeljeni, zato linearna
regresija ni primerna: lahko bi napovedovala negativne vrednosti, po-
leg tega pa predpostavlja konstantno varianco, kar pri stetjih obicajno
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ne drZi (varianca pogosto nara$¢a s povpre¢jem). V takih primerih je
smiselno uporabiti model, ki uposteva naravo podatkov, zato upora-
bimo Poissonovo porazdelitev, ki je v splosnem

kjer je parameter A > 0 intenziteta procesa, torej pricakovano stevilo
dogodkov v danem intervalu, za katerega velja

E[y] = A.

1. Privzeta porazdelitev. Predpostavimo, da ciljna spremenljivka pri
danih znacilkah x sledi Poissonovi porazdelitvi:

y | x ~ Poisson(A(x)),
kjer veljay € {0,1,2,...} in
AVe=?

y!

Parameter A(x) > 0 predstavlja intenziteto oziroma pri¢akovano

py|x) =

Stevilo dogodkov pri danih znacilkah x, zato velja

p(x) = Ely | 2] = A(x).
Logaritem gostote je

log p(y | x) = ylog A — A —log(y!).
in ¢e ga primerjamo z obliko eksponentne druZzine
log p(y [ 1) =1 T(y) — A(y) +logh(y),

lahko prepoznamo

T(y)=y, 1 =logh
Funkcijo A izrazimo kot funkcijo #:

A(p) =el,  hly) =
2. Pricakovana vrednost. Ker je

A(ny) = e,

dobimo
Aly) = e,

Ker velja 7 = log A, sledi e’ = A in zato
Al(g) = A

Torej
p(x) =Ely [ ] = A(x).
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3. Povezava med y in linearnim napovednikom. Naravni parameter

je
n = log A.
Ker je y = A, dobimo povezovalno funkcijo (log)
g(u(x)) = log p(x).

Ce predpostavimo

17(x) = x4,
sledi

log A(x) = x76,

od koder dobimo

AMx) = o

4. Verjetje. Logaritemsko verjetje za en primer je

log p(y | x,0) = yxT0 — ' — log(y!).

Logaritemsko verjetje na u¢ni mnozici, kjer predpostavimo neod-

visnost primerov, je:

n
T
06) = Y [yl o — 7" —log(ih)] -
i=1
Ker ¢len log(y;!) ne zavisi od 6, ga pri optimizaciji lahko zane-
marimo. Parametre modela zato dolo¢imo z minimizacijo nega-
tivnega log-verjetja:

n T
6* = argmin [exi o _ yixl-TG} .
6 i3
Kaj pa ostale porazdelitve iz eksponentne druZine?

Zgoraj opisane porazdelitve nikakor niso edine, ki jih uporabljamo

pri gradnji posploSenih linearnih modelov. Poleg normalne, Bernoul-
lijeve in Poissonove porazdelitve poznamo $e vrsto drugih modelov

iz eksponentne druZine, ki so primerni za razli¢ne tipe podatkov
in napovednih nalog. Posebej uporabne so takrat, ko ciljna spre-

menljivka ni zvezna, ni simetri¢no porazdeljena ali pa je omejena na

pozitivne vrednosti oziroma Stevila dogodkov.
Tabela [10| podaja nekaj najpogosteje uporabljenih porazdelitev v
posplosenih linearnih modelih ter tipi¢ne probleme, pri katerih jih

uporabimo. Poleg treh zgoraj podrobneje obravnavanih smo vklju¢ili

Se porazdelitev Gamma, ki jo pogosto uporabljamo za modeliranje
pozitivnih zveznih koli¢in, kot so trajanja, ¢akalni casi ali stroski,
ter negativno binomsko porazdelitev, ki je posebej uporabna pri
modeliranju Stetij z veliko razprsenostjo podatkow.
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Porazdelitev Tip izhoda Kaj modeliramo  Tipi¢ne uporabe . . .
Tabela 10: Primeri porazdelitev
Normalna zvezna vrednost  simetri¢ne linearna regre- v posplosenih linearnih mod-
zvezne meritve  sija elih.
Bernoullijeva o/1 verjetnost do- Klasifikacija
godka
Poissonova cela stevila Stevilo dogod- prihodi, klici,
kov nesrece
Gamma pozitivna trajanje ali Cakalni Casi,
zvezna vred- strosek zavarovanja
nost
Negativna bi- cela stevila preveé epidemiologija,
nomska razpriena Stetja  biologija

Primer implementacije

Zgornje besedilo je vkljucevalo veliko teorije in malo primerov. Za

(bolj racunalniski) premor implementirajmo logisti¢no regresijo. Tako

kot pri linearni regresiji iz prejSnjega poglavju, zatnemo s razredom,

ki razvije kriterijsko funkcijo nad vhodnimi podatki.

class LogReg:
def __init__(self, n_inputs,
self.weights =
[Value(random.uniform(-1,
for i in range(n_inputs)]
self.b = Value(0.0, label="b")
self.reg = reg

reg=None,

self.reg_strength = reg_strength

def linear(self, x):

reg_strength=0.0):

1), label=f"w{i}")

return sum(w * xi for w, xi in zip(self.weights, x)) + self.b

def __call__(self, x):

return self.linear(x).sigmoid()
def parameters(self):
return self.weights + [self.b]
def loss(self, xs, ys):
eps = le-8
losses = []
for x, y in zip(xs, ys):

yhat = self(x)

y_val = Value(float(y))

term = -(y_val x (yhat + eps).log() + \

(1 - yval) x (1 - yhat + eps).log())
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losses.append(term)
data_loss = sum(losses) / Value(len(xs))

if self.reg == "12" and self.reg_strength > 0:
12_penalty = self.reg_strength * sum(w * w for w in self.weights)
return data_loss + 12_penalty

return data_loss

def __repr__(self):
weights_str = ", ".join(f"w{i}={w.data:.3f}" \
for i, w in enumerate(self.weights))
return f"LogReg({weights_str}, b={self.b.data:.3f})"

Koda implementira logisti¢no regresijo v duhu posploSenih lin-

earnih modelov. Metoda linear izra¢una linearni napovednik Podoben razred bi lahko zapisali tudi
za Poissonovo regresijo ali druge pos-

. . . plosene linearne modele. Pravzaprav
tako vrne verjetnost razreda. Funkcija loss ustreza negativnemu bi bilo smiselno definirati splosen

x70, metoda __call__ pa ga preslika skozi sigmoidno funkcijo in

log-verjetju (kriZzni entropiji), ki smo ga izpeljali zgoraj, in jo mini- razred za take modele, ki implementira
skupno strukturo (linearni napovednik
N in ucenje), posamezni modeli pa bi
moznost regularizacije. Ce izberemo L2-regularizacijo, se kriterijski podedovali le ustrezno povezovalno
funkcijo in kriterijsko funkcijo. To
posplositev prepus¢amo bralcu.

miziramo pri u¢enju modela. V implementacijo smo vkljucili tudi

funkciji priSteje kazenski ¢len, ki zavira prevelike vrednosti uteZi in
tako pomaga preprecevati prenau¢enost modela.
Sledi koda za ucenje, kjer smo kot funkcijo za ucenje uporabili kar

to Ze razvito in zapisano v knjiZnica agrad: Podatki za na$ primer so na voljo na
bled-plavanje.xlsx.

df = pd.read_excel("bled-plavanje.xlsx")
feature_names = ["vadba", "spanje"l]

xs = df[feature_names].values.tolist()
ys = df["otok"].astype(int).tolist()

print(df[["vadba", "spanje", "otok"]].head().to_string(index=False))

model

LogReg(n_inputs=len(feature_names), reg="12", reg_strength=0.01)
model = train(model, xs, ys, learning_rate=0.1, n_epochs=10000, batch_size=None)

Optimizacija konvergira sorazmerno hitro, pridobljeni parametri
pa se dobro ujemajo s tistimi iz slike

>>> model
LogReg (w0=0.756, wl=1.566, b=-14.822)

Posploseni linearni modeli in nomogrami danes

Posploseni linearni modeli se v praksi zelo pogosto uporabljajo, zlasti
v medicini, epidemiologiji, ekonomiji in drugih aplikativnih vedah.
ZdruZujejo preprostost, interpretabilnost in dovol;j veliko izrazno


https://file.biolab.si/datasets/bled-plavanje.xlsx

110 UVOD V ODKRIVANJE ZNAN]J IZ PODATKOV

mo¢, da jih lahko uspe$no uporabimo pri Stevilnih napovednih nalo-
gah. Pomembni so tudi zato, ker jih lahko zelo uéinkovito pred-
stavimo z nomogrami. Njihova struktura — linearna kombinacija
znacilk in enostavna nelinearna preslikava — omogoca neposredno
pretvorbo modela v grafi¢no orodje, kjer posamezne spremenljivke
prispevajo tocke, te pa vodijo do kon¢ne napovedi.

Pomembni so tudi pri oblikovanju sodobne umetne inteligence.
Izhodne plasti nevronskih mreZ so praviloma posploSeni linearni
modeli: pri regresiji linearni model, pri dvorazredni klasifikaciji
logisti¢na regresija, pri vecrazredni klasifikaciji pa multinomna logis-
tiéna regresija (softmax). Podobno velja za notranje enote nevronskih
mreZ: vsaka najprej izracuna linearno kombinacijo vhodov, nato pa
jo preslika skozi nelinearno funkcijo, kot je logisti¢na funkcija ali
njene preprostejse alternative (npr. ReLU). O tem ve¢ v naslednjih
poglavijih.



