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Poglavje 1

Odkrivanje skupin

Odkrivanje skupin, ali razvrscanje podatkov v skupine, je ena od osnovnih tehnik podatkovne
analitike. Na podlagi podatkov o uporabnikih marketinski oddelek lahko zanima segmen-
tacija uporabnikov, oziroma kateri so njihovi tipi¢ni uporabniki in koliko takih skupin sploh
imajo. Poznavanje skupin in njihovih lastnosti lahko privede do izdelave boljsih ciljnih ak-
cij. Na podro¢ju medicine nas lahko zanimajo tipi¢ne skupine bolnikov, da bi lahko njim
prilagodili in izboljsali bolniSni¢ni sistem. Raziskovalce vesolja lahko zanima, kaksne skupine
galaksij (poleg teh, ki so jih Ze odkrili) poznamo in predvsem, kaksne so njihove karakteri-
stike. V. mnozici dokumentov nas mnogokrat lahko razveseli, ¢e lahko z algoritmi odkrijemo
skupine med seboj podobnih enot in uporabnikom na ta nacin olajsamo brskanje po gradivu.
Fotografu lahko pomagamo, ¢e mu s pomocjo racunalnika uredimo slikovno gradivo, ki ga
je v zadnjem desetletju nakopicil na zunanjem disku. Iz podatkov o odnosih Solskimi otroci
Solske sociologe mnogokrat zanima oblikovanje skupin, pa tudi odkrivanje osamelcev, ki jim
je potrebno pomagati pri socializaciji. Razli¢nih uporab tehnik odkrivanja skupin je mnogo in
vsekakor prevec, da bi jih tu vse nasteli, zato raje pricnemo s primerom.

1.1 Primer podatkov

V razredu 8.A je Sestnajst uCencey, ki jih je solski sistem ravno izmucil z republiskim eksternim
preverjanjem znanja. Uspeh, ki so ga dosegli, je podan v tabeli Stevilke so percentili;
Branka je na primer bila dobra pri anglescini, kjer je bila boljsa od 95 odstotkov vseh ucencey,
ki so pisali test. Ni pa ji ravno $la fizika, kjer je bilo slabsih od nje le 11 odstotkow.

Zanima nas, ali so v razredu kaksne znacilne skupine ucencev in Ce so, kaksne so njihove
karakteristike oziroma kako se razlikujejo med sabo. Zanima nas tudi, kateri ucenci so si med
sabo podobni. Spoznanja na tem podro¢ju bodo Soli pomagala pri oblikovanju skupin, kjer
bi na primer skupini, ki je dobra v naravoslovnih predmetih slaba pa pri slovens¢ini posebej
poiskali kaksno zanimivo knjigo za domace branje, te, ki pa jim gre druzboslovje, navdusili
za novinarski krozek.
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Tabela 1.1: Rezultati zunanjega preverjanja za 16 ucencev razreda 8.A. Rezultati posameznih
predmetov so podani v percentilih z ozirom na republiske rezultate.

ime slo ang zgo geo mat bio fiz kem tel

Albert 22 81 32 39 21 37 46 36 99
Branka 91 95 65 96 89 39 11 22 29
Cene 51 8 21 39 100 59 100 89 27
Dea 9 80 18 34 61 100 90 92 8
Edo 93 99 39 100 12 47 17 12 63
Franci 49 83 17 33 92 30 98 91 73
Helena 91 99 97 89 49 96 81 94 69
Ivan 12 69 32 14 34 12 33 48 96
Jana 91 80 20 10 82 93 87 91 22
Leon 39 100 19 29 99 31 77 79 23
Metka 20 91 10 15 71 99 78 93 12
Nika 90 60 45 34 45 20 15 5 100
Polona 100 98 97 89 32 72 22 13 37
Rajko 14 4 15 27 61 42 51 52 39
Stane 9 22 8 7 100 11 92 96 29
Zala 85 90 100 99 45 38 92 67 21

1.2 Nekaj matemati¢nih oznak

Ucencem iz tabele bomo rekli uéni primeri in jih bomo oznaéili z x®, kjer je i indeks
primera. Ker se bomo na teh primerih skus$ali nauciti, kaksne skupine poznamo v razredu
8.A, bomo tem primerom rekli u¢ni primeri. Mnozico u¢nih primerov oznac¢imo z U, njeno
moc¢ oziroma Stevilo primerov pa oznac¢imo z m, torej m = |U|. Naj bo C ¢ U skupina
primerov, C = {C;} pa razvrstitey, to je mnozica skupin, ki smo jo odkrili v podatkih. Tu se
bomo ukvarjali samo s postopki, ki odkrivajo neprazne skupine, |C;| > 0. Zanimali nas bodo
razlicni tipi razvrstitev. Mozna razvrstitev je lahko taksna, kjer si skupine med seboj ne delijo
nobenega primera,
CiﬂCj =0; Ci,C]' eC

in kjer je unija vseh skupin enaka u¢ni mnozici,

Uciz(u

CieC

Pri taki razvrstitvi torej vsak primer pripada natanko eni skupini. Tako razvrstitev imenujemo
razbitje.

Zanimale nas bodo tudi hierarhije skupin, kjer velja C; N C; € {C;,C;,0}. Presek dveh
skupin je lahko samo prazna mnozica, ali pa v celoti ena od skupin. Pri nepraznem preseku
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to pomeni, da je ena od skupin v celoti vsebovana v drugi. Tako lastnost bodo imele skupine
pri hierarhi¢cnem razvr$c¢anju.

Vsak primer v tabeli je opisan z n atributi (Stevilskimi spremenljivkami). Primer x
zapisemo kot:

X = (x1/x2/ .. -/xi’l)T

Tu smo zaradi poenostavitve namenoma izpustili indeks primera. Primer x smo tako ozna¢ili
s simbolom x. Ker je vsak primer vektor, bi temu primerno morali izpisati tudi oznako, torej
kot x, a bomo tudi poenostavili in primer oznacili kar z x.

Primer smo zapisali kot stolpi¢ni vektor, v tabeli s primeri pa je zapisan kot vrsti¢ni vektor,
ki ga zato, da dobimo stolpec, transponiramo. Pravzaprav je to, ali je primer zapisan kot
stolpec ali vrstica, za sedaj precej nepomembno, bo pa notacija pomembna takrat, kadar
bomo o naboru primerov razmisljali kot o matriki. Primeri v nasi tabeli so poimenovani

(imena ucencev), atributi pa imajo prav tako ime. Lahko bi sicer za na$ primer Albert pisali
(Albert)
x

o = 22, a bomo v nadaljevanju zaradi splosnosti raje uporabljali numeri¢ne indekse.

1.3 Mere razli¢nosti

V postopku odkrivanja skupin primerov bi Zeleli poiskati mnozice primerov, Kjer so si ti med
seboj ¢im bolj podobni. Oziroma enakovredno, vsebujejo primere, kjer so si ti med sabo
¢immanj razlicni. Tu nam bo torej prav prisla mera razlicnosti. Najbolj enostavno je priceti
s parom primerov in za ta zapisati enacbo, s katero ocenimo, kako razli¢na sta. Vzemimo
primera a4 in b in predpostavimo, da sta ta opisana z atributi, ki lahko zavzamejo zvezne
vrednosti:

a=(ay,a,...,0a,)

b=(by,by,...,by)
Tu bi lahko primera oznadil z x@ in ¥®, a bi potem enacbe, ki sledijo, dobile nepotrebno
prtljago.

Ce si predstavljamo, da je domenski atributni prostor Evklidski, potem je primerna razda-
lja oziroma mera razli¢nosti med primeri kar evklidska razdalja:

Kako bi najbolj enostavno izmerili razdalje med primeri za n = 2 in za primere, ki jih v ta
namen izriSemo na milimetrski papir? Z drugimi besedami, kako bi izmerili razdalje med
primeri v razsevnem diagramu? Z ravnilom. Zato razdalji, ki je opisana z zgornjo enacbo,
recemo Evklidska.
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Se enostavnej$a je Manhattanska razdalja (od kod in zakaj to ime?):
n
d(a,b) = Z|ai—bi |
i=1
Obe, Manhattanska in Evklidska razdalja pa sta posebni primer razdalje Minkowskega:

& 1

da,b) = () la; = bil")"
i=1

O merah razlicnosti bomo Se govorili. Premisliti bo na primer $e potrebno, kako merimo
razdalje pri razlicnih tipih atributov. Na primer, Ce ti zavzemajo diskretne vrednosti. Ali
pa kako merimo razdalje med besedili in nizi znakov, med dokumenti, med stvarmi v pri-
porocilnih sistemih, med slikami, med glasbenimi posnetki in podobno. A za nas primer so
zgornje definicije dovolj.

Z izbrano mero razli¢nosti lahko izmerimo razdalje med vsemi pari primerov. Te potem
lahko vizualiziramo s toplotno karto (angl. heatmap), kot to prikazuje slika Ce “mo¢ne”
skupine obstajajo, in ¢e smo primere na toplotni karti pravilno uredili (kako?), bi se na karti
morali prikazati vzorci, ki nakazujejo skupine (kaksni?).

= g g g o) ‘C ] o o

Pc@gEog0f8mchEopx T
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Slika 1.1: Vizualizacija podobnosti oziroma razli¢nosti med primeri s tabele

1.4 Ocenjevanje razdalj med skupinami

Tudi med skupinami primerov lahko merimo razdaljo. A tu naletimo na problem, saj so sedaj
skupine podane z mnozico primerov. Med primeri znamo meriti razdalje, med skupinami
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pa (Se) ne. Razdaljo bomo merili med dvemi skupinami primerov, C, in C,. Predpostavimo

najprej, da si skupine ne delijo primerov, torej C, N C, = 0. Uvedimo nekaj moznih razdalj:

1.5

Razdalja med skupinama C, in C, je razdalja med njunima najblizjima primeroma a €
C, in b € C, (angl. single linkage):

Amin(Cy, Cp) = mibn{d(a/ b)laeCybeCy

Razdalja med skupinama C, in C, je razdalja med njunima najbolj oddaljenima prime-
romaa € C, in b € C, (angl. complete linkage):

Amax(Cy, Cy) = mabx{d(a, b)|laeCy,beC,}
a,

Razdalja med skupinama C, in C, je povprecna razdalja med vsemi pari primerov iz teh
dveh skupin (angl. average linkage), torej:

d(a,b)
d(CuC)= Y. ¥ |c(f||cb|

aeC, beC,

Wardova razdalja, ki privzame, da je za vsako skupino C znan njen centroid R oziroma
tocka v srediscu skupine. Naj bo R, centroid skupine C,, R, centroid skupine C,, R,y
pa centroid zdruzene skupine C,, = C, U C,. Potem je Wardova razdalja dolo¢ena kot:

wo(CuyCo) = ), Ry = () d(x, Ry + ) d(a, Ro)?)

x€Cyp xeCy x€Cy

Hierarhi¢no razvrscanje v skupine

Postopek, ki iz podatkov razvije hierarhijo skupin, kjer je najnizje v hierarhiji vsak primer

predstavljen s svojo skupino, najvisje v hierarhiji pa tvori skupino kar celotna mnozica u¢nih

primerov, se imenuje hierarhi¢no razvrscanje v skupine.

1.5.1 Algoritem

Hierarhic¢no razvrSc¢anje v skupine najlazje opisemo kar s psevdokodo:

e vsak primer naj tvori svojo skupino, C; = {x®}, x € U

* ponavljaj, dokler ne ostane ena sama skupina

- pois¢i najblizji si skupini C, in Cp, d(Cy, Cp) = miny, , d(Cy, Cy)
— zdruzi skupini C, in C;, v skupino C,, = C, U G,
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— nadomesti skupini C, in C;, s skupino Cy,

— izmeri razdaljo med novo skupino C,, in ostalimi skupinami

Prostorska kompleksnost tega algoritma je O(m?), kjer je m $tevilo primerov oziroma veli-
kost uéne mnozice. Casovna kompleksnost pa je O(m°) saj se algoritem izvede v m korakih, v
katerih mora osveiti in uporabiti matriko razdalj velikosti m2. Z malo truda se da postopek
izracunavanja novih razdalj spisati tako, da ima manjso zahtevnost in je potem zahtevnost
celotnega algoritma O(m? log(m)). Tudi to ni malo. Predstavljajte si, da morate algoritem po-
gnati na vseh uporabnikih nekega vecjega mobilnega operaterja. Ali pa na vseh uporabnikih
druzabnega omrezja. Kam shranite matriko razdalj med pari primerov? Je opisani postopek
tudi casovno zahteven?

1.5.2 Dendrogram

Postopek zdruZevanja v skupine in rezultat tega postopka — hierarhijo skupin, lahko pona-
zorimo v drevesnem izrisu ali dendrogramu (gr. dendron pomeni drevo, gramma pa risba).
Dendrogram hierarhi¢nega razvrS¢anja v skupine podatkov s tabele prikazuje slika
skladno z razdaljo med skupinami. Pred izvedbo postopka razvrS¢anja v skupine orodja po-
datke tipi¢no normalizirajo, tako da so po normalizaciji povpre¢ne vrednosti atributov enake
ni¢ in njihove standardne deviacije enake 1.

1.5.3 Razlaga skupin

Dendrogram s slike nakazuje na tri skupine, ki smo jih v odkrili v podatkih. Zanima nas,
kaj je znacilnega za posamezne skupine. Preprosta tehnika, ki jo lahko uporabimo je, da za
vsak skupino primerjamo povprecno vrednost posameznega atributa s povprecno vrednostjo
tega atributa v celotni u¢ni mnozici. Naj bo Albert v skupini, ki jo ozna¢imo z vrstnim Stevilom
1, Branka v skupini 2, Cene pa v skupini 3. Povpre¢ne vrednosti u¢ne mnozice prikazuje
tabela 1.2

Tabela 1.2: Povpretne vrednosti percentilov pri posameznih predmetih v u¢ni mnozici in
odkritih skupinah.

slo ang zgo geo mat bio fiz kem tel

Uu 54 78 40 47 62 52 62 61 47
skupinal 41 70 36 29 33 23 31 30 98
skupina2 92 96 80 95 45 58 45 42 44
skupina3 35 69 16 24 83 58 84 85 29
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Slika 1.2: Primer dendrograma, kot ga izrie ustrezna komponenta v programu Orange. Upo-
rabnik se je tu odlocil, da dendrogram odreze v tocki, ki primere razdeli v tri skupine. Pri-
merna razdelitev v tem primeru bi lahko bila ta, ki uporabi dve skupine. Zaka;j?
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Zanima nas pravzaprav odstopanje od povprecnih vrednosti atributov u¢ne mnozice. Tu bi
se sicer morali poigrati s statistiko, in ugotoviti, katera odstopanja so znacilna in kako dale¢ so
od takih, ki bi jih dobili iz naklju¢ne razvrstitve. Zaradi enostavnosti, ki pa bo prav tako ¢isto
primerna za na$ primer, se tu raje zateCemo k veliko preprostejsi resitvi. Za vsako skupino

“

oznac¢imo odstopanja navzdol za ve¢ kot 10 odstotnih tock z , in podobna odstopanja

navzgor s “+”.

Tabela 1.3: Odstopanja (+10 to¢k) od povprecnih vrednosti v u¢ni mnozici.

slo ang zgo geo mat bio fiz kem tel

skupinal - - - - - - +
skupina 2+ + + + - - -
skupina3 - - - + + + -

Rezultat prikazuje tabela Albert, Ivan in Nika so kot kaze $portniki. Njihovo udejstvo-
vanje s Sportom jim vzame veliko ¢asa, morda bi jim bilo potrebno pomagati pri naravoslovnih
predmetih, kjer jim malce Skripa. Branka, Edo in ostali iz skupine 2 imajo rajsi druzboslovne
predmete. Skupina s Cenetom, Deo in Metko pa zanima naravoslovje. Ne bi bilo narobe, ¢e
bi se ti vpisali v kaksen Sportni krozek.

1.5.4 Stvari pa lahko tudi obrnemo

Namesto skupin u¢encev nas bi lahko zanimale tudi skupine predmetov. Kako? Tabelo podat-
kov enostavno zasukamo oziroma transponiramo. Vse ostalo ostane isto. Rezultat je podan

na sliki

1.5.5 Kaj pa, ko ni skupin?

Hierarhi¢no razvrs¢anje v skupine bo vedno naslo skupine. Postopek bo vedno razvil den-
drogram, ne glede na to, ali skupine dejansko obstajajo v podatkih ali ne. Pravzaprav, kaj
pa so sploh skupine? Kako lahko sploh ocenimo, ali te dejansko obstajajo? Tole se v tem
trenutku precej tezka vprasanja in se bomo z njimi Se ukvarjali. A vseeno, za okus, naredimo
naslednji poskus. NaSe podatke o ocenah ucencev 8.A razreda uni¢imo tako, da naklju¢no
premesamo Stevila v vsaki od kolon, za vsako kolono posebej. Dendrogram na takih podatkih
kaze slika Razdalje med posameznimi skupinami so tu vecje, sti¢iS¢a povezav v dendro-
gramu so se premaknila proti levi strani. Stukture, iz katere bi bile jasno razvidne skupine, ki
bi se potem zdruzevale pri opazno vecjih razdaljah kot se zdruzujejo primeri znotraj posame-
znih skupin, ni vec.

Ce imamo prave podatke, te seveda ne preme$amo in potem izrisujemo “pokvarjene”
dendrograme (ali pac? a o pomenu postopkov, ki temeljijo na ponakljucenih podatkih, kdaj
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Slika 1.3: Dendrogram skupin predmetov. Telovadba je nekakSen osamelec, samosvoj pred-
met precej razlicen od ostalih. Kako je to vidno iz dendrograma?
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Slika 1.4: Dendrogram na “ponakljucenih” podatkih. Struktura, ki bi nakazovala jasne sku-
pine v podatkih, je izginila.
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drugi¢). A je vseeno dobro vedeti, kaksni dendrogrami so taki, kjer skupin pac ni. Torej, Ce
dobimo kaj podobnega, kot je dendrogram na sliki je zakljucek tak, da iz danih podatkov
pri dani meri razdalje in pri dani metodi za ocenjevanje razdalj med skupinami postopek
hierarhi¢nega razvrscanja v skupine ni nasel znacilnih skupin. Prejsnji stavek je precej dolg.
Krajsi bi recimo lahko samo povedal, da v podatkih ni skupin. A taka ugotovitev ne bi bila
nujno resni¢na. Iz nasih poskusov lahko samo ugotovimo, da ¢e morda skupino so, jih mi pa¢
nismo uspeli najti. Lahko pa, seveda, da jih sploh ni.

1.6 O izboru mer razdalje

Metoda hierarhi¢nega grucenja ima pravzaprav dva parametra: prvi je metoda merjenja raz-
dalj med primeri, drugi pa nacin doloc¢anja razdalj med skupinami. Ko imamo podatke pred-
stavljene atributno, torej v tabeli, kjer je vsak primer predstavljen z vektorjem atributnih vre-
dnosti, je evklidska razdalja ¢isto primerna mera. Ce atributi izvirajo na primer iz tekstovnih
podatkov in je teh veliko, se izkaze, da je pomembna ne toliko velikost posameznega vektorja
kot njegova smer. Prava razdalja za take podatke je tako imenovana kosinusna razdalja. O
uporabi te ve¢ v naslednjih poglavjih. Na podrocju biomedicine, Kjer so atributi istega tipa
in je bolj kot njihova vrednost pomemben vrstni red (tipa: kateri atribut je zavzel najvecjo
vrednost, drugo najvecjo, ipd.) je mnogokrat uporabljana razdalja Spearmanova korelacija,
ki jo izratunamo na rangi. V tem odstavku nam ni namen formalno uvesti vse te razli¢ne
mere, ampak samo poudariti, da je izbor mere razdalje med primeri odvisen od problemske
domene in jo dolo¢imo skladno z vedenjem oziroma intuicijo o tem, kaj res najbolj primerno
doloca razdaljo med primeri.

Malce drugace je z izborom pristopov merjenja razdalje med skupinami. Kot smo Ze
zapisali, ti pristopi (npr. single linkage, complete linkage) agregirajo pare razdalj med primeri
v dveh razli¢nih skupinah. V splosnem, ¢e ne poznamo podatkov ali pa njihovih projekcij v
nizje dimenzije, bo primerna izbira povprecne razdalje (angl. average linkage), mnogokrat pa
presenetljivo dobro deluje Wardova razdalja. Po drugi strani je pristop z minimalno razdaljo
(angl. single linkage) v splo$nem neuporaben, razen za res posebne primere (slika[1.5)).

Recepta, katere mere razdalj uporabiti, v zgodnjih dveh odstavkih nismo zapisali. Ker
tega ne znamo. Namre¢, vse je odvisno od podatkov. Ker na podroc¢ju razvrscanja v skupine
nimam prav dobrih mer o tem, kako dober je rezultat razvrS¢anja, se avtomatizacija iskanja
najbolj ustreznih parametrov ne obnese najbolje. Z drugimi besedami: v sploSnem ne znamo
spisati enacbe, s katero bi numeri¢no ocenili kvaliteto nastalih skupin. Ker te enacbe ni, ne
moremo strojno primerjati reSitve med sabo. Ostane nam, da se zanesemo na intuicijo in na
pregled resitve s strani domenskega eksperta. Grucenje, ki je uporabniku koristno (za karkoli
Ze), je potem tisto, za katero se na koncu odlo¢imo.
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Slika 1.5: Primer dvodimenzionalnih podatkov in njihove razvrstitve, kjer je ustrezna metoda
minimalne razdalje za merjenje podobnosti med skupinami, in kjer ostale metode merjenja
razdalj odpovedo (za merjenje razdalj med primeri smo uporabili Evklidsko razdaljo).






Poglavje 2

Metoda voditeljev

Velika prednost metode hierarhi¢nega grucenja, ki smo jo spoznali v prejSnjem poglavju, je
odkrivanje strukture skupin v podatkih, ki jih lahko enostavno ponazorimo v vizualizaciji
imenovani dendrogram. Na podlagi te vizualizacije lahko potem (intuitivno) presojamo o
kvaliteti grucenja ter se odlocamo o tem, na koliko skupin bomo razbili podatke. Zanimiva je
tudi uporaba te tehnike pri interaktivni analizi podatkov v orodjih, ki nam take vizualizacije
ponujajo in kjer lahko gradimo delokroge (angl. workflows), s katerimi lahko izbrane skupine
nadalje opisemo in interpretiramo.

A pri tem naletimo na najve¢jo pomankljivost hierarhi¢nega gruc¢enja: metoda deluje samo
na relativno majhnih mnozicah podatkov. Ce imamo podatkov veliko, recimo nekaj deset tiso¢
ali pa celo milijon, hierarhi¢no grucenje zaradi casovne in prostorske kompleksnosti odpove,
dendrogram pa postane prevelik in neuporaben.

Resitev, ki dobro deluje na velikih mnoZzicah podatkov je postopek, ki ga imenujemo me-
toda voditeljev (angl. K-means). Seveda zastonj kosila tudi tu ni. V svoji osnovni inacici
metoda voditeljev predpostavlja, da je uporabnik vnaprej dolo¢il Stevilo skupin, na katero
zeli razbiti u¢no mnozico primerov. Algoritem uporablja t.im. voditelje oziroma primere,
ki dolocajo te skupine oziroma so sredisca skupin. Postopek iskanja optimalnega razbitja je
potem naslednji:

e pri¢ni s K nakljuéno izbranimi voditelji V = {v; i € 1...K}
* ponavljaj

- dolodi razvrstitev C tako, da vsak primer priredi$ najbliZzjemu voditelju

— novi voditelji naj bodo centroidi R(C;) skupin C; € C, v « R(C))
* dokler se lega voditeljev spreminja

Voditelji (angl. centroids) so navadno kar geometrijska sredis¢a primerov skupine:

19
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1
R(C) = o Zx

Izracun teh je za zvezne atribute preprost. Ker moramo v vsaki iteraciji izracunati raz-
daljo do K voditeljev, je ¢casovna kompleksnost tega algoritma le linearno odvisna od Stevila
primerov, to je O(I »k*m), kjer je I Stevilo iteracij. Algoritem tipi¢no hitro konvergira h kon¢ni
reSitvi. Za srednje velike probleme (npr. nekaj 1000 primerov) je lahko potrebnih manj kot
100 iteracij.

Potek optimizacije za podatke, ki so bili opisani z dvema zveznima atributoma in so
vkljuCevali 780 primerov, je prikazan na sliki Za prikazano optimizacijo je zanimivo
tudi stevilo primerov, ki so pri posameznih iteracijah spremenili svojega voditelja:

Iteration: changes: 54

Iteration: changes: 21
Iteration: changes: 18
Iteration: changes: 18

Iteration:

1,
2,
3,

Tteration: 4, changes: 18
5,
6, changes: 29
7,

Iteration: changes: 63
Iteration: 8, changes: 131
Iteration: 9, changes: 64
Iteration: 10, changes: 6

Iteration: 11, changes: 0

Optimizacija se skoraj ulovi v lokalni minimum, potem pa se v osmi iteraciji pobere in poisce
reSitev, ki se nam v tem primeru zdi smiselna.

Tehnika voditeljev pa nas, za izbrane podatke in parametre metode, lahko tudi preseneti
in vrne nepricakovane rezultate. Primer take razvrstitve je prikazan na sliki

Rezultati metode voditeljev so lahko zelo obcutljivi na izbor primernih zacetnih pogojev
in mero razdalje med primeri (pri zgornjih primerih smo uporabljali evklidsko razdaljo).

2.0.1 Zacetni izbor voditeljev

Razbitje, ki ga vrne metoda voditeljev, je lahko zelo odvisna od zacetnega izbora voditeljev.
Od te bo tudi odvisno Stevilo iteracij, ki so potrebne, da postopek privedejo v stabilno stanje,
v katerem so izpolnjeni ustavitveni pogoji. Zato je smiseln studij tehnik, ki bi voditelje izbrala
¢im bolje. Znanih je nekaj standardnih prijemov:

Naklju¢ni izbor voditeljev. Za tega smo sicer ze povedali, da lahko privede v neoptimalno
razbitje. A se lahko temu izognemo, ce postopek ponovimo veckrat in med poiskanimi
razbitji izberemo najboljse. Kako to storimo? Katero razbitje je najboljse?
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Slika 2.1: Potek optimizacije razbitja za 780 primerov v evklidski ravnini. Lega voditeljev je
oznacena s krizcem. Primeri, ki pripadajo istemu voditelju, so oznaceni z isto barvo.
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Clustering results (9 iterations)
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Slika 2.2: Na pogled nepravilno razbitje, ki ga je predlagala metoda voditeljev.

Izbor razprsenih voditeljev. Poiscemo primer, ki je najbolj oddaljen od drugih. Naj bo to nas
prvi voditelj. Potem poiscemo primer, ki je njemu najbolj oddaljen. To je drugi voditel;.
Naslednje voditelje poiS¢emo tako, da so ti najbolj oddaljeni od voditeljev, ki smo jih Ze
dolod¢ili.

Uporaba hierarhi¢nega razvrs¢anja. Na podmnozici tock s hierarhi¢nim razvr§¢anjem pois¢emo
K skupin in njihova sredis¢a uporabimo kot zacetne voditelje. Zakaj ne uporabimo ce-
lotnega nabora primerov?

2.0.2 Ustavitveni kriterij

V osnovnem algoritmu za iskanje razbitij po metodi voditeljev zahtevamo, da se postopek
ustavi Sele takrat, ko se razbitje ve¢ ne spreminja. Takrat noben primer ne zamenja svojega
centroida. V splosSnem temu pogoju ne moremo vedno zadostiti, saj se nam lahko zgodi, da
pride do oscilacij in se postopek na omenjeni nacin nikoli ne zaustavi. A so ti primeri v praksi
zelo redki. Pri velikih mnozicah primerov, in v izogib nestabilnosti, lahko namesto popolne
stabilnosti resitve postopka zahtevamo, da se ta izteCe, ko v iteraciji samo nekaj (na primer
10) primerov ali manj zamenja skupino.

2.0.3 Ocenjevanje kvalitete razbitij

Glavna pomanjkljivost metode voditeljev, tudi z ozirom na tehniko hierarhi¢nega razvrs¢anja
v skupine, je potreba po izboru Stevila skupin K. Uporabnik le redkokdaj ve, na koliko skupin
bi bilo potrebno rezultate razbiti. Pravzaprav je prav “pravo” Stevilo skupin ena od klju¢nih
informacij, ki bi jih radi na podlagi podatkov ocenili.
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Tu se zatecemo k razmisleku o cilju razbitja podatkov na skupine. V splosnem bi zeleli po-
iskati taka razbitja, kjer so si primeri znotraj skupine ¢im bolj podobni, ter primeri iz razli¢nih
skupin ¢im bolj razli¢ni. Ce razmisljamo samo o prvem, potem Zelimo, da metoda voditeljev
poisce tako razbitje, kjer bo vsota oddaljenosti od pripadajoc¢ih voditeljev oziroma spodnji

ZK: Z d(w?, x)

i=1 xeCi

izraz ¢im manjsi:

Predpostavimo, da se nasi primeri nahajajo v evklidski ravnini in da imamo opravka s podatki
z enim samim atributom. Razdaljo med tockami bomo merili z evklidsko razdaljo. Zgornji iz-
raz se prevede v vsoto kvadratnih napak (angl. sum of squared errors, SSE) oziroma odstopanj

SSE = i Z(v@ — x)?

i=1 xeCi

od centroidov:

IS¢emo take centroide Cy, kjer je ta napaka najmanjsa:

K
d 0 .
<z - Z M) _ 42
do® T o) Z Z(” X) 2.1)
i=1 xeC;
K
= 2.2, &_a(k) @ =) (2.2)
i=1 xec; 7¢
= ) 209 -y 2.3)
xECk
2,200 -0=0= (ao0= ) x = o= c1 2. 2.4)
xeCy xeCy | k| rec,

kjer je |Cy| stevilo primerov v skupini Cy. Najboljsi centroidi, ki minimizirajo vsoto kvadratnih
napak so ravno centri (sredi$njice) skupin. Ce bi vzeli namesto evklidske razdalje Manhattan-
sko, bi s pomoc¢jo podobnega izvajanja kot zgoraj dobili, da so najbolj primerni centri mediane
tock v skupini.

Pri zgornjem izvajanju smo se osredotodili le na zmanjSevanje oddaljenosti tock v sku-
pini od njihovih centroidov. Pravzaprav pa nas zanima podobnost primerov znotraj skupine
oziroma t.im. kohezija, ter oddaljenost primerov med razlicnimi skupinami, oziroma t.im.
lo¢ljivost. Mera kvalitete razbitja, ki uspesno zdruzuje tako kohezijo kot loc¢ljivost je silhuetni
koeficient, oziroma silhueta razbitja. Izracunamo ga s slede¢im postopkom:

* Naj bo a; povpre¢na razdalja primera x) do vseh ostalih primerov v njegovi skupini.

* Za primer x?) in neko skupino C;; x; ¢ Cj, ki je razli¢na od te, ki vsebuje x;, izratunaj
povprecno razdaljo med x; in primeri v tej skupini. Pois¢i skupino C;, kjer je ta razdalja
najmanjsa. Imenujmo to razdaljo b;.
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* Za primer x; je njegova silhueta enaka s; = (b; — a;)/ max(a;, b;).

* Silhueta razbitja je enaka povprecni silhueti primerov v u¢ni mnozici:

Mozne vrednosti silhuetnega koeficienta v teoriji lezijo na intervalu med -1 do 1, v praksi
pa pricakujemo, da bo za dani primer razdalja do primerov v lastni skupini veliko manjsa
od razdalj do primerov v najblizji tuji skupini, torej a; < b; in zato s; > 0. V primeru, ko so
te razlike velike, je vrednost silhuete 1. Silhuete primerov lahko izriSemo za vsako skupino.
Uredimo jih od najvecjega do najmanjsega (za primer, kjer smo razvrstili podatke nabora
“voting” v tri skupine, glej sliko[2.3). Kateri primeri so tisti, ki imajo kratko silhueto?

p—— l l l l l
-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Silhouette value

Slika 2.3: Silhuete primerov iz podatkovnega nabora “voting” pri razvrstitvi v tri skupine.

Kvaliteto razbitja za dano Stevilo skupin K lahko torej ocenimo s povprecno silhueto pri-
merov. To nam omogoca, da ocenimo, kako primerne so razlicne vrednosti K (glej primer
take $tudije s slike[2.4). Hevristika sicer ne deluje idealno, a nam lahko, z malce previdnosti,
pomaga, da izberemo primerno Stevilo skupin za nase podatke. Previdnost je potrebna pred-
vsem tam, kjer so razlike med silhuetami majhne. V takih primerih nam pomaga razmisljanje
o tem, kaj posamezne skupine sploh sestavlja in kaksne so skupne znacilnosti primerov v

skupinah.
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2.1 Kombiniranje razvrstitev in razvrSc¢anje s konsenzom

“Ve¢ ljudi vec¢ ve”, ali modrost mnozic. Tudi na podrocju razvrs¢anja je lahko tako. Razli¢ni
algoritmi, njihovi parametri ali pa rahlo razli¢cne u¢ne mnozice iz iste problemske domene
nam lahko pomagajo razkriti skupine, ki so lahko rahlo, ali pa tudi precej razlicne med sabo.
Pri takem nizu razvrstitev bi bilo pametno te skupine nekako zliti in poiskati stabilni del
razvrstitev. Ce bi na primer dva primera pri veéini razvrstitev bila del istih skupin bi to bil
dober pokazatelj, da bi bilo dobro ta dva primera tudi sicer razvrstiti skupaj. Po drugi strani
pa bi lahko za dva druga primera, ki ju skoraj nikoli nismo nasli v skupnih skupinah, rekli, da
pac ne sodita skupaj.

Na zgornji ideji temelji algoritem razvrscanja s konsenzom (Monti in sod., 2003), ki ga
opisemo s spodnjim algoritmom.

input:
u¢na mnozica primerov D
algoritem razvr$canja Cluster in izbrano Stevilo skupin K
Stevilo vzorcenj H

M&0 mnozica povezovalnih matrik

forh=1,2,...,Hdo
DM Resample(D) izberemo vzorec iz u¢ne mnozice
M® « Cluster(D", K) razvrstimo primere iz D) v K skupin
M« MuUM®

end

M « ComputeConsensusMatrix(M)
C « razbitje D v K skupin na podlagi M

Oznaka M oznatuje povezovalno matriko:

1 =X1‘GC/\X]‘€C
0 = otherwise

M® G, j) = {

Iz mnozice povezovalnih matrik izracunamo matriko konsenzov:

_ ZaM®G, )

MED=T 06 )

Kjer je I matrika indikatorjev, ki ima za par i in j vrednost 1, Ce sta oba primera X; in X;
prisotna v vzorcu D™, sicer pa vrednost 0. Elementi povezovalne matrike so realna $tevila
na intervalu od 0 do 1. Elementi ustrezajo podobnostim primerov, matrika pa podobnostni
matriki. Matrika 1 — M je zato matrika razdalj med primeri, ki jo lahko uporabimo pri hie-
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rarhi¢nem razvr$canju v primere ter na ta nacin pridobimo mozne razvrstitve, ki predstavljajo
konsenz delnih razvrstitev na vzorcih iz u¢ne mnozice.

2.1.1 Permutacijski test

Vcasih nam tudi kvantitativha ocena, kot je silhueta, neposredno ne pove prav dosti o tem,
ali so v podatkih zares skupine ali pa je algoritem nasSel neko razbitje, ki pa bi bilo podobne
kvalitete tudi, ¢e bi bili podatki naklju¢ni oziroma, bolje, taki, kjer bi sicer ohranili porazde-
litve vrednosti posameznih atributov a iznicili interakcije med atributi. V nadaljevanju bomo
zaradi poenostavitve take podatke imenovali naklju¢ni podatki.

x
eCleC29C3

Slika 2.5: Rezultat razbitja s tehniko voditeljev na dvoatributni domeni izgleda lepo struktu-
riran, vprasanje pa je, ali smo res odkrili tri znacilne skupine. Silhueta tega razbitja je 0.50
in je bila le rahlo razlicna od silhuete za ostala razbitja na dve do deset skupin, Kjer je bila
silhueta od 0.44 do 0.49.

Nasa hipoteza, ki jo preizkusamo in jo v statistiki imenujemo nicelna hipoteza, je (Hp):
silhueta s ima vrednost, kot bi jo dobili, ¢e bi bili podatki nakljucni.

Zgornjo hipotezo je enostavno racunsko preveriti. Generirajmo naklju¢ne podatke. To
storimo tako, da v na$ih podatkih za vsak atribut naklju¢no premesamo njihove vrednosti
po primerih. Ker so podatki podani v tabeli, je to isto, kot e vrednosti vsake kolone med
sabo premesamo. (Je to res potrebno narediti za vse kolone oziroma atribute?) Na teh
podatkih uporabimo tehniko razvr$¢anja in izmerimo silhueto. To ponovimo, na primer vsaj
100-krat ali pa bolje 1000-krat. Na ta nac¢in dobimo porazdelitev vrednosti nase statistike s,
kot bi jo dobili, ¢e bi ta izhajala iz naklju¢nih podatkov. Izmerimo sedaj to isto statistiko na
nepremesanih, originalnih podatkih in jo primerjamo z nicelno porazdelitvijo.

Zgornji postopek smo uporabili na podatkih, ki so bili podobni tem iz slike Za oceno
nicelne porazdelitve smo izracunali 200 silhuet, vsaki¢ na podatkih s premesanimi vrednostmi
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atributov. Ugotovimo, da je kar 23% vseh vrednosti iz nicelne distribucije vecje od nase
opazovane statistike na originalnih podatkih. Ce bi trdili, da je na$a ni¢elna hipoteza Hy
napacna, bi na podlagi nasih eksperimentov verjetnost napac¢ne zavrnitve te hipoteze bila
p = 0.23. V statistiki je to veliko prevelik prag za zavrnitev nicelne hipoteze. Tipi¢no je
sprejemljiva meja tega praga enaka a = 0.01, vcasih celo a = 0.05.
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Slika 2.6: Porazdelitev silhuet na permutiranih podatkih in projekcija (ravna ¢rta) silhuete na
originalnih podatkih kaze na to, da, vsaj za izbrano Stevilo skupin, za te podatke nismo nasli
smiselnega razbitja.

Za konec si poglejmo Se malce drugacne podatke (slika [2.7). Tu so rezultati smiselni
oziroma tako vsaj zgledajo. Podatki dejansko nakazujejo, da bi lahko imeli dve skupini. To
preverimo s permutacijskim testom (slika [2.8)). Nicelno hipotezo zavrnemo z verjetnostjo, da

smo se pri tem zmotili p = 0.025.

2.2 Predobdelava podatkov

Do tu smo predpostavili, da imajo atributi v nasi podatkovni mnozici isto, zvezno, zalogo
vrednosti. Taka lastnost podatkov je med temi, ki jih uporabljamo pri reSevanju prakti¢nih
problemoyv, le redka. Navadno z atributi zapiSemo razli¢ne lastnosti primerov, ki nastopajo v
razli¢nih merskih enotah. Na primer dolzina, teza, viSina, ocena v neki ocenjevalni lestvici,
pa rezultati na razli¢nih testih, in podobno. Mere razdalje, kot je Evklidska, ne lo¢ijo med
razlicnimi merskimi lestvicami, zato je potrebno podatke spremeniti tako, da bodo vredno-
sti atributov med seboj primerljive. To storimo z normalizacijo. In sicer, za vsak atribut j
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Slika 2.7: Rezultat razbitja je tu morda smiseln. Silhueta za K = 2 je 0.68, za ostale vrednosti
K pa pod 0.56. Rezultate bi bilo dobro preveriti s permutacijskim testom.
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Slika 2.8: Porazdelitev silhuet na permutiranih podatkih in projekcija (ravna ¢rta) silhuete na
originalnih podatkih s slike
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dolo¢imo najprej njegovo povprecno vrednost:

1 N
bj = EXjl =5 Z; Xij
1=

kjer je X;; vrednost j-tega atributa za i-ti primer. Podobno dolo¢imo tudi standardni odklon

N
0j = \JEIXj—pj?l = J%{Z(X” W)’
i=1

Podatke zdaj normaliziramo tako, da so nove vrednosti v tabeli podatkov Z;; enake:

atributa:

Xij — 1

Zij =
j .
0j



Poglavje 3

Razvrscanje besedil

V prejsnjih dveh poglavjih so predlagane tehnike razvrs$¢anja predpostavljale, da lahko razda-
ljo, ali pa podobnost med primeri enostavno izracunamo. Vsi nasi primeri so bili opisani atri-
butno in razdalja je bila lepo doloc¢ena z, na primer, razdaljo v evklidskem prostoru. Podatke
smo morali predobdelati in vsakega od atributov normalizirati, drugih, bolj kompleksnih pri-
prav podatkov pa postopki razvr$¢anja niso zahtevali.

Drugace je s tekstovnimi dokumenti, ali besedili. Vzemimo na primer, da moramo v sku-
pine urediti naslednje tri novice:

Na odru ljubljanske Drame se drevi ustavlja prva slovenska godba na pihala, ki ze
vet kot 15 let preigrava skoraj izklju¢no uli¢ni dzez New Orleansa. Cerkljanski Kar Ce$
Brass Band, ki neworleanski dzez interpretira na svojevrsten in svez nacin, so v gledalis¢e
povabili v sklopu cikla Drama Akustika.

Tretji oktobrski konec tedna na Ravnah na KoroSkem zdaj Ze tradicionalno poteka
Festival slovenskega jazza, katerega spremljajoci dogodki se na Koroskem vrstijo ze od
septembra. Tridnevni festivalski vrhunec je v Kulturnem centru Ravne odprl Big Band
RTV Slovenija z vsestranskim glasbenikom BosStjanom Gombacem.

Murskosoboski policisti so 33-letniku z obmoc¢ja Murske Sobote zasegli posuseno ko-
nopljo, sadike in gotovino, za katero sumijo, da jo je dobil s preprodajo. Pri tem so v
hisi osumljenega odkrili poseben prostor za gojenje konoplje pod umetno svetlobo. V tem
prostoru so nasli in zasegli tudi 20 sadik konoplje, visokih do 90 centimetrov, in dober
kilogram posusene oz. delno posusSene konoplje.

Nam, ljudem, je ta razvrstitev enostavna. Zadnja, tretja novica, sodi v ¢rno kroniko, prvi
dve pa med kulturne novice.

Programsko razvrs¢anje novic s tehnikami iz prejSnjega poglavja pa ni trivialno. OcCitno
bomo morali doloc¢iti nove mere, ki nam bodo pomagale oceniti, kako razlicna so si med
sabo besedila. Pristopi k razvrs¢anju dokumentov, ki jih predlagamo v tem poglavju, temeljijo
na preoblikovanju besedil v atributno obliko, kjer je moc¢ take mere dolociti, da bi nato za
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razvrScanje uporabili tehnike, kot sta hierarhi¢no razvrs¢anje v skupine in metodo voditeljev,
ki jih Ze poznamo.

3.1 Elementi predstavitve besedilnih dokumentov

3.1.1 k-terke znakov

” « 7y L

“Murskosoboski” lahko predstavimo z dvojkami “mu”, “ur”, “rs”, ..., torej s pari znakov, ki si
sledijo v zaporedju. Za vsak par lahko izracunamo frekvenco pojavitve v besedilu oziroma
relativno frekvenco, ki je enaka ocenjeni verjetnosti pojavitve k-terke.

Stevilo k-terk je veliko Ze za pare (n = 2), za velje vrednosti k pa jih je mnogo ali ogromno.
V praksi se uporabljajo k-terke do n = 5. Zanimivo pa je, da je ze porazdelitev dvojk lahko
karakteristicna za posamezne jezike in lahko na podlagi teh razpoznamo, v katerem jeziku
je napisano dolo¢eno besediloﬂ Za bolj zahtevne naloge je potrebno seveda uporabiti daljse
k-terke.

Ta predstavitev je nacelno enostavna, a jo precej otezi uporaba posebnih znakov, ki jih
moramo ali upostevati ali pa primerno predobdelati besedilo.

3.1.2 Besede

Dokumente lahko predstavimo z vreco besed (angl. bag of words), to je s skupino besed in
stevilom njihovih pojavitev v dokumentu. Pri tem lahko besedilo najprej predobdelamo:

* odstranimo manj pomembne besede (angl. stop-words), ki so za slovens¢ino na primer

(13990 ) BN 14

in”, “ali”, “ter”, ipd.

* vse besede nadomestimo z njihovimi koreni ali pa lemami. V racunalnistvu je lematiza-
cija algoritmi¢ni postopek doloc¢evanja leme doloceni besedi. Postopek ni enostaven in
je tipicno odvisen od jezika, v katerem je zapisano besedilo. Za angles¢ino je na primer
znan Porterjev iskalnik korenov besed (angl. Porter stemmer), ki je sestavljen iz ro¢no
izdelanih pravil?|

Predstavitev z vreco besed zanemarja dejstvo, da je pomen besed mnogokrat odvisen od
konteksta. Ista beseda ima lahko razlicne pomene, ali pa imajo isti pomen lahko razli¢ne
besede. Prav tako nam taka predstavitev ne bo mogla razresiti problema podpomenk in
drugacnih povezav med razlicnimi izrazi.

Stevilo pojavitev besed v dokumentu je seveda odvisno od dol?ine dokumenta. Da ta vpliv
iznicimo, namesto Stevila pojavitev besed uporabljamo relativno frekvenco, to je verjetnost,
da bi pri naklju¢nem izboru besede iz dokumenta izbrali dolo¢eno besedo.

!Glej www.lingua-systems.com/language-identifier/lid-1library/identify-language.html
2Implementacija Porterjevega korenjenja v razli¢nih programskih jezikih je dostopna na http://tartarus.
org/martin/PorterStemmer


www.lingua-systems.com/language-identifier/lid-library/identify-language.html
http://tartarus.org/martin/PorterStemmer
http://tartarus.org/martin/PorterStemmer
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3.1.3 Fraze

Fraze so lahko k-terke besed, ki se v besedilu nahajajo neposredno druga ob drugi ali pa v
bliznji okolici. Okolico lahko doloca, na primer, okno zaporedja petih besed. Tezava pri tej
predstavitvi je, da je lahko moznih kombinacij ze za pare besed ogromno. Pred leti je Google
objavil svojo zbirko fraz El, ki jih je odkril iz besedilnih dokumentov. Vsebovala je na primer
314.843.401 par besed, 977.069.902 trojki, 1,313,818,354 cetvorckov in 1,176,470,663 fraz
s petimi besedami.

Uporaba fraz je smiselna ob souporabi fraznega korpusa, to je, baze ze znanih oziroma iz-
branih fraz za doloceno problemsko podrocje. Predstavitev z vreco besed je nacelno ustrezno
moc¢ dopolniti s frazami iz besedila, tako da vsaka fraza tvori nov atribut.

3.1.4 Besedne vrste

Koristi nam lahko tudi prepoznavanje besednih vrst (angl. part-of-speech), kot so imena ljudi,
krajev, organizacij. Za prepoznavanje besednih vrst bomo morali uporabiti algoritme, ki znajo
besedilo analizirati veliko globlje in pri tem uporabljajo lingvisticno znanje ali pa vnaprej
pripravljeni korpus. Seveda bo taka analiza tudi odvisna od uporabljenega jezika. Pri katerih
besedah v spodnjem besedilu bi dolocitev besednih vrst lahko bila koristna pri analizi?

We walk down the dirty old street.
The mailbox stood on the walk.

We heard cries echoing in the night.
The babied cries all night.

3.1.5 Taksonomije

V splosnem se taksonomija nanasa na stopenjsko razvrstitev stvari. Pomaga nam pri ugo-
tavljanju povezanosti med stvarmi, pri bolj podrobnih taksonomijah pa iz njih zvemo Se za
vrsto relacije. Primer take taksonomije za angleske besede je WordNet[f] Odli¢na vizualizacija
povezav med besedami, kjer je prikazan tudi pomen povezav, je dostopna na spletni strani
Visuwords E] (slika . Enostavnejsa oblika zapisa take taksonomije je slovar sopomenk ali
tezaver [¢]

3.1.6 Slovnic¢na analiza

K racunalniskem razumevanju besedila bi seveda zelo pripomogla slovni¢na analiza. Uporabe
tovrstnega globljega razumevanja besedila pri razvrScanju dokumentov je predmet velikega

3Glej http://googleresearch.blogspot.com/2006/08/all-our-n-gram-are-belong-to-you.html.
4WordNet je prosto dostopen na naslovu http://wordnetweb.princeton.edu.
Shttp://www.visuwords.com/

Glej npr. http://www.tezaver.si/.
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Stevila trenutnih raziskav. Prav mozno je, da bodo v prihodnosti te, bolj kompleksne jezi-
kovne tehnologije nadomestile plitvejse, statisticne tehnike ki uporabljajo stetje parov ¢rk ali
prestevanje besed. A je prav enostavnost slednjih in to¢nost, ki jo omogocajo ze ti izjemno
preprosti pristopi ena od ovir za prevlado bolj kompleksnih tehnologij.

3.1.7 Uporaba pripadajo¢ih oznak

Mnogo dokumentov je danes oznacenih. Naj bodo to spletne strani (npr. |del.icio.us),
dokumenti v raznih zbirkah, zapisi v programu EverNotes, seznami bibliografskih enot v
skladis¢ih povzetkov CiteULik ali PubMedﬂ Oznake so lahko bile prosto izbrane, ali pa
vzete iz posebej za to dolocenega slovarja ali pa ontologije. Dokumente lahko oznacujejo vsi,
ki imajo do njih dostop, ali pa samo pooblas¢eni uporabniki ali kuratorji. V vsakem primeru
nam oznake lahko sluzijo kot osnova za predstavitev vsebine dokumentov in zamenjujejo ali
pa dopolnjujejo elemente, kot smo jih predstavili zgoraj.

featured stacks featured links

1
Windows to the Universe

sclence astronomy space education solarsystem reference universe resources physics nasa

2
Smashing Magazine

design  webdesign ~ magazine  blog  inspiration ©ss  web  web2.0  tutorials  tutorial

3
The Spanish Tortilla Is the Best of All Omelets - Fine Cooking Article

recipes tortilla food recipe spanish cooking egg spain omlette Spanish.Tortilla

Slika 3.2: Oznake spletnih strani, kot so jih uporabniki dolo¢ili v druzabnem okolju del.icio.us.

3.2 Ocenjevanje podobnosti med dokumenti

V tem besedilu se bomo omejili na najpreprostejso obliko predstavitve, kjer besedilni doku-
ment predstavimo z vektorjem enot in njihovo frekvenco ali relativno frekvenco. Nestruktu-

"www.citeulike.org

Shttp://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/


del.icio.us
www.citeulike.org
http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/
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riran dokument torej predstavimo z atributnim jezikom. Ker je atributov lahko zelo veliko,
in ker vsi dokumenti nimajo nujno dolocene vse atribute, je matrika z dokumenti v vrsticah
in vrednosti atributov v kolonah zelo prazna. Namesto te predstavitve lahko zato uporabimo
slovar, z elementi kot kljuci in njihovimi frekvencami kot vrednostmi.

3.2.1 Transformacija tf-idf

Pogostost elementa (besede, terke) v dokumentu je enostavno Stevilo pojavitev tega elementa
v dokumentu. Ce bi uporabljali to $tevilo, bi prihajalo do veéjih razlik med dalj$imi in kraj$imi
dokumenti. Zato pogostost pojavitve normaliziramo in namesto njih uporabljamo relativne
frekvence, oziroma iz dokumenta ocenimo verjetnosti pojavitve dolocenega elementa. To
oznacimo z tf(¢,d) (angl. term frequency).

Nacelno imamo raje elemente, ki se pojavljajo v manj dokumentih in so zaradi tega bolj
specificni. Na osnovi elementov, ki se pojavijo v ve¢ini dokumentov, bi te zelo tezko raz-
likovali. Zato uvedemo pojem inverzne frekvence v dokumentih (angl. inverse document

frequency), ki jo uporabljamo kot splosno mero za pomembnost dolo¢enega elementa:

ID|

kjer je |D| stevilo dokumentov v mnozici dokumentov D in [{d : t € d}| Stevilo dokumentov, ki
vsebujejo element ¢ (torej, kjer je tf(t,d) # 0). Ce elementa ni v korpusu, bi zgornje vodilo k
deljenju z 0. Zato lahko zgornji izraz prilagodimo in zapiSemo 1 + |{d : t € d}].

Utez elementa t v danem dokumentu d je potem zmnozek njegove frekvence v tem doku-
mentu in splosne pomembnosti tega elementa:

t-idf(t, d) = ti(t, d) x idf(t)

3.2.2 Kosinusna podobnost

Ceprav bi za merjenje razdalj med vektorji, ki predstavljajo dokumente, lahko uporabljali tudi
Evklidsko razdaljo (glej prejsnje poglavje), se ta na podrocju obravnave besedilnih dokumen-
tov ne uporablja. Razlog je preprost. Imejmo dva vektorja, X in Y in predpostavimo, da sta
zelo razli¢nih velikosti, a da kazeta v isto smer. Evklidska razdalja med njima je lahko vecja
kot med vektorjema, ki bi bila kratka, a kazala v popolnoma razli¢tne smeri. Na podro¢ju
besedilnih dokumentov smer vektorja ustreza specificnemu profilu dokumenta v smislu vse-
bovanosti posameznih elementov. Pomembna je smer, kamor kaze vektor, in manj (ali pa Cisto
ni¢) njegova dolzina. Razliko med smerjo dveh vektorjev lahko merimo s kotom med vektorji,
ta pa je proporcionalna kosinusu kotov. Za dva vektorja a in b velja:

a-b = |la]||[b]|cos O
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Podobnost med primeroma X in Y lahko zato zapiSemo kot:
XY Y Xi XY,

sim(X,Y) = cos(6) = =
XTIV~ o e x o o2

3.2.3 Podobnost po Jaccardu

Kadar imamo opraviti z oznakami (torej, ne z besedami iz besedila, pri katerih poleg vseb-
nosti opazujemo tudi Stevilo pojavitev) je poleg kosinusne razdalje smiselno opazovati tudi

podobnost po Jaccardu:
XNY|

IXUY|

Tu so dokumenti predstavljeni z mnoZzico oznak, kjer je X U Y mnozica oznak uporabljena pri

J(X,Y) =

vsaj enem od obeh dokumentov, X NY pa mnozica oznak, ki so skupne obema dokumentoma.






Poglavije 4

Projekcije in zmanjsanje
dimenzionalnosti podatkov

Modeli, ki jih gradimo v strojnem ucenju, povzemajo podatke tako, da v nekem formalnem
zapisu predstavijo glavne vzorce, ki so te podatke oblikovali. V primeru vecdimenzionalnih
podatkov nas tako na primer zanima, ali bi podatke lahko popisali z manjsim Stevilom spre-
menljivk. Z izborom znacilk smo se ukvarjali Ze v prejsnjem poglavju, a nas bo tu zanimalo, ¢e
lahko podatke predstavimo z novimi znacilkami, ki bi podatke lahko predstavili bolj kompak-
tno, pri tem odkrili kak$no zanimivo preslikavo starih v nove znacilke, ter morda celo dosegli,
da je novih znacilk izjemno malo. Recimo, dve, tako da lahko vse primere izriSemo v razsev-
nem diagramu in tam s pomocjo vizualizacije razmisljamo o njihovih podobnosti in strukturi
prostora primerov. Ljudje smo vizualna bitja in nam izris kart primerov lahko intuitivho pove
vec kot pa recimo matemati¢ne enacbe, ki morda te povezujejo.

Zacnimo s primerom. Na sliki so zenske torbice razli¢nih proizvajalcev. Z upo-
rabo Ze zgrajenih globokih mrez za razvrscanje slik lahko slike torbic pretvorimo v vektorje.
Mreza Inception v3 nam na svojem predzadnjem nivoju na primer za vsako sliko vrne vektor
dolzine 2048, oziroma sliko popise z 2048 atributi. S postopki, ki jih bomo opisali v tem
poglavju, lahko take opise zmanjsamo in predstavimo torbice v nizko dimenzionalnem pro-
storu. Slika tako prikazuje predstavitev primerov v dvodimenzionalnem prostoru, kjer je
razvidno, da ena Hermesova torbica bolj podobna torbicam ostalih proizvajalcev, in da se je
Dior pri eni od torbic zgledoval po torbicah Chanela. Morda. Vsekakor bi ta opazanja morali
preveriti, a je zanimivo, kako hitro nas vizualizacije navdahnejo z idejami. Prav zato so vizu-
alizacije v odkrivanju znanj iz podatkov tako pomembne in zato so pomembne tudi tehnike
zmanjsanja dimenzionalnosti in odkrivanja nizko dimenzionalnih projekcij podatkov.
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Slika 4.1: Zenske torbice razli¢nih proizvajalcev.

o Py © chanel
® ® dior
® hermes
® o
® L]
L] ®
° * ®
L ®
o) o]
L
[ ]

® [

Slika 4.2: Predstavitev zenskih torbic s slike v dvodimenzionalnem prostoru.
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4.1 Metoda glavnih komponent

Prva, morda tudi najbolj znana metoda za zmanjSanje dimenzij in odkrivanje zanimivih pro-
jekcij podatkov je metoda glavnih komponent. Predpostavimo, da imamo dano matriko u¢nih
primerov X € R"™ " kjer je m $tevilo primerov in n $tevilo atributov. Primer x® € X, torej
i-ti primer v u¢ni mnozici primerov, bo tako opisan z n atributi x € R”, za katere bomo tu
privzeli, da so njihove vrednosti realna Stevila. V sploSnem iscemo projekcije podatkov tako,
da atributni zapis primerov z n atributi nadomestimo z atributnim zapisom z k novimi atributi
tako, da je k <« n in da nam novi atributi povedo ¢im ve¢ o primerih iz u¢ne mnozice.

Pri¢nimo s k = 1, torej s projekcijo v eno samo dimenzijo. Dogovorimo se, da bo nasa pro-
jekcija linearna in da bomo vrednost novega atributa tvorili kot linearno kombinacijo original-
nih atributov. Premico, na katero bomo projicirali podatke, ozna¢imo z enotskim vektorjem
u1, za katerega torej velja uju; = 1.

Naj bo x) primer iz uéne mnozice. Njegova pravokotna projekcija na premico je ska-
lar, uf x) € R. Sama vrednost tega skalarja nam ne pove prav dosti; potrebovali bi neko
referencno tocko, od katere bi merili razdalje nasih projekcij. To referen¢no tocko lahko
pridobimo kot projekcijo sredis¢a podatkov. Naj bo ¥ sredis¢na tocka podatkov:

-1 ;
X = EZZ,“X(I)

Projekcija sredi$tne totke na projekcijsko ravnino je ujx. Primeri v u¢ni mnoZici odstopajo
od sredis¢ne tocke, eni bolj, drugi manj. Projekcijsko premico bi Zeleli zato poiskati tako, da
so ta odstopanja ¢im bolj zajeta, torej da so projekcije primerov na premico, ki jo doloca u;,
¢im bolj razprSene. RazprSenost merimo s povpre¢nim kvadratnim odstopanjem, torej pov-
pre¢nim kvadratom razdalje projekcije in projekcije sredis¢ne tocke podatkov. Tako doloceni
razprSenosti pravimo tudi varianca tock v projekciji:

il . \2
Z; (ulTx(l) - ulTx)
1=

Nas cilj je torej poiskati tak projekcijski vektor u7, ki maksimizira varianco projekcije

Var(u; XT) =

SRS

Var(u; XT). Poigrajmo se malce z enatbo za varianco projekcije:

SR

(uTx(i) - uTE)Z

Var(u; XT) 1 1

4.1)

D= 11

I
—_

Ty To® — 0y Ty % 4 4 T% T—)
(ulx u;x 2u1x Uy X+ U xXu;x

SN

1

Upostevajmo, da je u; x skalarni produkt dveh vektorjev in da je transponirana vrednost ska-

larja enaka temu skalarju. Torej je na primer u{x = (u/x)T = xTu;. Z upoStevanjem tega se
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nam zgornji izraz primerno poenostavi:

1 m
Var(u; XT) = = Z ul x(l)x(l —2xT 4+ X% )ul
i=1

= u;(Z Zf(x@ ~ ) = %)y

4.2)

Produkt (x® — X)(x) — X)T je matrika velikosti n x n. Matriko sestavljajo produkti vseh
moznih parov elementov vektorja (x) — X), torej, v prvi vrstici produkt med prvim elementom
in njim samim, pa med prvim in drugim elementom, pa prvim in tretjim in tako napre;j.
Povprecna vrednost takih matrik, ki jih dobimo s seStevanjem matrik za vsakega od primerov,
je kovarian¢na matrika! Prejsnji stavek smo koncali s klicajem zato, ker je kovarianca znan
in mnogokrat uporabljan koncept v statistiki in nam pove, kako sta povezani dve naklju¢ni
spremenljivki, oziroma v nasem primeru dva atributa. Oznac¢imo kovarian¢no matriko s S:

Z(x“’ H(x? - )T (4.3)

V nasem primeru imamo n atributov, kar pomeni, da je kovarian¢na matrika dimenzije S =
IRHXV[

Zapisimo Se enkrat dobljeno enacbo za varianco:
Var(u] XT) = ufSuy 4.4)

Spomnimo, da je na$ namen poiskati projekcijski vektor u; pri katerem je zgornja varianca
maksimalna. Za vektor u; zahtevamo, da je to enotni vektor (sicer maksimizacija zgornje
enacbe ne bi imela smisla, saj bi to dosegli z neskon¢no dolgim vektorjem u7). Maksimizacijo
variance, kjer i¢emo ustrezen vektor u; z omejitvijo u{u; = 1 re$imo z uporabo Lagrangeovih
multiplikatorjev. Maksimiziramo torej izraz:

flur) = ufSuq + A1 (1 — ujuq) (4.5)

V maksimumu bo odvod zgornje enacbe enak nic:

df(u1)
8111

= Su1 - A1M1 =0 (4-6)
kar pomeni,
SM1 = A1u1 (4.7)

Tu je S matrika katere vrednosti poznamo, u; je vektor, ki ga iS¢emo, A, pa skalar. Poznano?
Seveda! Zgornjemu pogoju ustreza le tak uy, ki je lastni vektor matrike S. Ampak korelacijska
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matrika ima ve¢ lastnih vektorjev. Kateri med njimi je pravi? Mnozimo zgornjo enacbo z u:
uiSuy = uj Ay = Aqujuy = Ay (4.8)

Na levi je izraz za naSo varianco Var(u{ XT), ki jo skuS$amo maksimizirati. Vemo, da mora biti
u1 lastni vektor kovarian¢ne matrike. Skladno z zgornjo enacbo pa sedaj tudi vemo, da je to
lastni vektor z najvisjo pripadajoco lastno vrednostjo.

V smeri vektorja u; se lega nasih primerov X v n-dimenzionalnem prostoru torej najbolj
spreminja, njihova varianca je v tej smeri najve¢ja. Z u; X7 dobimo pravokotno projekcijo
vsakega od primerov na to os. S to projekcijo, oziroma legi v smeri #1, smo pojasnili najvecjo
varianco primerov. Kaj Se ostane? Vse, kar je pravokotno na smer u7. Najve¢jo varianco na
pravokotni hiperravnini pa je ravno v smeri drugega lastnega vektorja, saj je ta pravokoten
na uq, to je vektorja, ki ima drugo najvecjo lastno vrednost. Pojasnjen delez te variance je A,
skupaj pa s pravokotno projekcijo na prvi in drugi lastni vektor pojasnimo A; + A, variance
mnozice primerov.

Lastni vektorji kovariancne matrike nam dolocajo nov koordinatni sistem, kjer so koor-
dinate, po vrsti, tiste, po katerih se lege tock v vecdimenzionalnem prostoru najbolj spre-
minjajo, oziroma je njihova varianca najve¢ja. Nove koordinate, urejene skladno z lastnimi
vrednostmi vektorjev, imenujemo komponente primerov v novem, transformiranem sistemu.
Ker nas bodo zanimale samo te z visokimi delezi razlozene variance jih bomo imenovali glavne
komponente.

0.809

0.024]

Slika 4.3: Graf odvisnosti razlozene variance od Stevila glavnih komponent (zgornja ¢rta) za
podatke o torbicah iz slike

V splosnem nas zanima, koliko najvisje rangiranih dimenzij v novem koordinatnem sis-
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temu zares potrebujemo za opis podatkov. Pri tem moramo seveda dolociti, kakSen je nas
ciljni delez pojasnjene variance. Tipi¢no smo zadovoljni, ¢e izbrano Stevilo komponent poja-
sni vsaj 80% skupne variance. Ker skupno varianco poznamo (enaka je vsoti kvadratov razdalj
do centra), je potrebno torej le dolociti, koliko zacetnih urejenih lastnih vrednosti moramo
seSteti, da njihova vsota predstavlja zeleni delez razlozene variance. Primer grafa, ki kaze
odvisnost deleza razlozene variance glede na stevilo glavnih komponent kaze slika

Pristop glavnih komponent se mnogokrat uporablja tudi samo za namene vizualizacije,
kjer primere, opisane z mnogimi atributi, Zelimo predstaviti v dvodimenzionalni ravnini. Pri
tem se moramo seveda zavedati, da prvi dve komponenti razlozita morda le majhen del
celotne variance.

Za predstavitev podatkov z glavnimi komponentami je potrebno podatke najprej osredisciti
in nato poiskati kovarian¢no matriko. Lastni vektorji kovarian¢ne matrike so bazni vektorji
novega, transformiranega sistema, njihove lastne vrednosti pa povedo, kakSen delez variance
nam razlozi posamezna komponenta.

Se prakti¢en razmislek: v primerih velikega $tevila atributov bo ra¢unanje vseh lastnih
vektorjev in vrednosti zamudno. Se posebej, ¢e nas zanima samo projekcija podatkov v dvo-
dimenzionalni prostor. Prvi lastni vektor kovarian¢ne matrike M lahko rajsi (hitreje) dolo¢imo
numericno, s poten¢no metodo. Vzamemo nek naklju¢ni vektor (npr. x), ga transformiramo
z matriko M (torej, izracunamo x « Mx), in to ponavljamo do konvergence. Ob vsakem
koraku tako dobljeni x normaliziramo, torej, x « W\Ag_ill Na ta nacin dobimo lastni vektor.
Kako izracunamo pripadajoco lastno vrednost?

Mu = Au (4.9)

UuTMu=u"Au=AuTu=A7A (4.10)

Kako doloc¢imo naslednjo komponento? Ena od moznosti je, da uporabimo ravnokar
izraCunani lastni vektor, nanj projiciramo podatke, te vrednosti odstejemo od podatkov (torej
dobimo projekcijo na lastnemu vektorju pravokotno hiperravnino) in za te podatke ponovno
izracunamo kovarian¢no matriko ter s potencno metodo njej lastni vektor z najvecjo lastno
vrednostjo. V primeru, da potrebujemo ve¢ komponent, postopek ustrezno ponovimo.

Za primer, ko nas zanima samo projekcija podatkov v ravnino lahko poten¢no metodo
namesto na vektorju izvedemo na sistemu dveh vektorjev U. Vektorja matrike U morata biti
pravokotna. To dosezemo tako, da po vsakem koraku poten¢ne metode uporabimo Gram-
Schmidtovo ortogonalizacijo.
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4.2 Vecrazredno lestvicenje

Pri zmanjSanju dimenzij nam je lahko cilj, da ohranimo razdalje med posameznimi primeri.
Tu predpostavimo, da za vsak par primerov znamo med njimi oceniti razdaljo. Se pravi,
¢e imamo primere predstavljene v atributnem zapisu, potem uporabimo recimo Evklidsko
razdaljo ali pa kosinusno podobnost. Lepota tehnike, ki jo bomo predstavili v tem razdelku
je, da nas ne zanima, kako je bila podobnost oziroma razdalja med primeri ocenjena. Lahko
smo na vhodu na primer imeli tekstovne dokumente, za katere razdaljo recimo izracunamo s
kaksno kompresijsko tehniko. Ali pa filme, za katere razdaljo izracunamo z ozirom na njihovo
gledanost v spletni sposojevalnici. Ali pa ¢ivke, ki jih primerjamo med sabo glede na to, kdo
jih je vSeckal.

Naj bo razdalja med primeroma enaka 6;;. Sedaj te primere vloZimo, recimo, v dvodimen-
zionalno projekcijo tako da vsakemu primeru i pripiSemo koordinati 8¢ = (Qgi), Gg)). Zeleli bi,
da se v njej razdalje ohranjajo, to je, da je projekcijska razdalja, ki naj bo d;;, ¢imbolj podobna
originalni razdalji med primeroma. Razdalja primerov v projekcijskem prostoru je:

0= 0" - o)

Racunalnisko izvedbo algoritma, ki poisce tako vlozitev, imenujemo vecrazseznostno le-
stvicenje (multidimensional scaling, MDS). Formalno ciljno funkcijo problema zastavimo tako,
da doloc¢imo energijo sistema ali napetost (stress) kot, recimo,

J(X) = Z(dij - 8ij)%,

i#]
kjer je X trenutni razpored tock, d;; in 6;; pa trenutna projekcijska in Zelena razdalja med
primeroma 7 in j. Ve€razseznostno lestvicenje poiS¢e razpored X z najmanjSo napetostjo J(X)
oziroma najmanjso vrednostjo kriterijske funkcije.

Kako minimizirati takSno funkcijo? Analiticno ne bo §lo. Za to bi bilo potrebno odvesti
0(X) po vseh koordinatah 651) in 6(21) in poiskati nicle:

do(X) da(X) ﬂ
961 £ 9d;; 96y
_ _ 09 — o
= - Y2 iof - o0+ 0 - o -0y e
i 6 -6y + (020 - 602
09 — )
= =) 2(dy—0y) ———— (4.11)
j#i di

Pri stotih tockah bi dobili sistem z dvesto takSnimi enacbami; ideji o direktnem napadu se
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torej raje odpovemo.

Drug, izvedljiv postopek je gradientna metoda: kot pri dosedanjih pristopih z gradientnim
spustom (recimo, linearna regresija) izracunamo gradient funkcije kriterijske funkcije J(X). To
smo pravzaprav storili Zze zgoraj. Izberemo si poljuben zacetni razpored tock, vstavimo ko-
ordinate v odvode, dobimo gradient (vektor odvodov) in se pomaknemo v smeri nasprotni
gradientu, se pravi, vse tocke pomaknemo v smer, kamor jih potiskajo odvodi. Gradientna me-
toda bi delovala, vendar ne prav dobro. Bila bi po¢asna in velikokrat bi nas (lahko) pripeljala
le v lokalni minimum.

V svetu optimizacijskih problemov je gradientna metoda le metoda grobe sile, ki jo bomo
uporabili, ¢e se ne moremo spomniti nicesar boljsega. Eden od boljsih postopkov je “majoriza-
cija”. Oznac¢imo funkcijo, katere minimum iS¢emo, z f(x). Recimo, da si znamo izmisliti neko
drugo funkcijo g(x, y), ki je stalno vedja ali enaka f(x) (torej, za vsak y velja g(x,y) > f(x)
pri vsakem x), v to¢ki g(x, x) pa velja g(x,x) = f(x). Funkcija g(x, y) naj bo taksna, da znamo
dobro poiskati vrednost x, pri kateri doseze minimum. Zdaj lahko po¢nemo tole: izmislimo
si zacetni xp. Pri njem, vemo, velja g(xo,x0) = f(xo). Minimiziramo funkcijo g in dobimo
nov, boljsi x - oznac¢imo ga z x;. Vrednost g(x1, o) je manjsa ali enaka vrednosti g(xo, xo), saj
smo minimizirali ¢ po prvem argumentu. Po drugi strani, spet po definiciji funkcije g, velja
f(x1) < g(x1,x0). Imamo torej

f(x1) < g(x1,x0) < g(xo,x0) = f(x0)

Postopek ponovimo z x1, da pridelamo naslednji, Se boljsi x».

Taksna optimizacija je, tako kot gradientna metoda Se vedno iterativna, vendar hitrejsa.
Koliko hitrejsa, je odvisno od tega, kako dobro g(x, y) smo poiskali; g(x, y) se mora ¢im tesneje
prilegati f(x), poleg tega pa jo moramo biti zmozni ¢im boljSe optimizirati.

Algoritem vecdimenzionalnega lestvicenja, ki deluje na ta nacin, se imenuje SMACOF
(angl. scaling by majorizing a complicated function). SMACOF je hitrejsi od gradientne me-
tode, dela vecje korake in se manjkrat zatakne v lokalnih ekstremih, zato je uporabnejsi za
(realisti¢ne) primere, v katerih je tock veliko.

Za izracun napetosti lahko namesto gornje, naivne formule uporabljamo tudi taksno, ki
utezi prispevke parov (predpisemo lahko, za katere pare si Se posebej zZelimo, da bi razdalja
ustrezala pravi), poleg tega pa lahko napetost posameznega para normiramo tako, da jo
delimo z Zeleno ali s trenutno razdaljo.

Slika kaze zemljevid zivali. Razdalje med pari Zivali so izra¢unane kot evklidske raz-
dalje med atributi, ki jih opisujejo. Tocke, ki predstavljajo zivali, smo obarvali glede na vrsto
— vijoli¢ni so sesalci, rdece ptice, oranzno zuzelke. Povezani so pari zivali, ki so si med seboj
najbolj podobne.

éeprav MDS ni uporabljal podatkov o vrstah zivali, so razli¢ne vrste na zemljevidu dobro
lo¢ene. Vidimo tudi nekaj podobnosti med zivalmi: morske sesalce je MDS postavil v blizino
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Slika 4.4: Zemljevid zivali (podatkovna zbirka Zoo). Vrsta zivali je oznacena z barvo. Neka-
tere oznake so zaradi prekrivanj neberljive in bi razvojnike programa potrebno opozoriti, da
v vizualizacijo vkljucijo optimizacijo postavitve oznak.
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rib; dvozivke so blizu rib in nevretencarjev, predvsem morskih; zuzelke so pomesSane s ptici.

Vidimo tudi tezavo: Zuzelke so razdeljene v dve skupini. MDS se je ocitno znaSel v lo-
kalnem ekstremu, saj bi morale ose in cebele k ostalim zuzelkam, vendar bi jih moral opti-
mizacijski postopek peljati okrog pticev. To se zgodi kar pogosto in pomagamo si tako, da
podatke nekoliko potresemo, naklju¢no premaknemo tocke, ali pa zatnemo celotno optimi-
zacijo znova.

Velrazseznostno lestvicenje je torej postopek, ki vizualizira podatke v obliki zemljevida.
Podatki so opisani s seznamom primerov in razdalj med njimi; lastnosti primerov niso po-
trebne in jih ne znamo upostevati (razen, Ce iz le-teh racunamo razdalje, kot smo storili pri
zivalih). Zemljevid je nezanesljiv v tem smislu, da bodo razlicne nakljuc¢ne zacetne postavitve
vodile v razli¢ne kon¢ne slike, a vsaka od njih nam lahko nudi drugacen pogled na podatke.
Prav tako je nezanesljiv polozaj posameznih tock; dogaja se, da je tocka obticala v lokalnem
minimumu, Ceprav v resnici ne sodi na to mesto. Taksne tocke lahko prepoznamo, ¢e zemlje-
vidu dodamo povezave med najbolj podobnimi pari. Obenem nam tak$ne povezave pomagajo
brati sliko. MDS ne sestavlja gru¢, pac pa lahko gruce razberemo sami.

4.3 Stohastic¢na vlozitev sosedov

Je lahko se kaj boljsega za vlozitev primerov v dvorazsezni prostor kot vecrazredno lestvicenje?
Oziroma, kaj bi bilo lahko sploh narobe s tehniko MDS? Problem MDS-a je, da se ta osredotoca
tako na primere, ki so si v originalnem prostoru blizu, kot tudi na primere, ki so si dale¢. MDS
skusa ohraniti razdaljo med primeri ne glede na to, kako velika je. Velikokrat pa nas v vizuali-
zacijah zanima samo to, da so primeri, ki so si med seboj podobni, skupaj tudi v projekcijskem
prostoru. Torej, ohranjanje razdalj med primeri, ki so si med seboj drugacni, nas ne zanima,
ali pa nas, recimo, zanima veliko manj kot ohranjanje bliZine med seboj podobnih primerov.
Metoda SNE (angl. stochastic neighbor embedding), ki smo jo tu poslovenili v stohasti¢no
vloZitev sosedov, temelji na verjetnostni oceni podobnosti dveh primerov. Za primera i in j
oziroma njuni vektorski predstavitvi x) in x(/) dolo¢imo verjetnost pji» da bi za primer i izbrali
soseda j, ¢e bi sosede izbirali skladno z Gaussovo verjetnostno porazdelitvijo, ki je centrirana
v xl: ’ -
exp(—[[x® = x0||" /20%)

Pji = (4.12)

- ‘ 2
Yizi exp(— [[x@ — x®||" /262)
kjer je o; varianca Gaussove porazdelitve za tocko i. Ker nas zanimajo samo modeliranje
podobnosti med razli¢nimi tockami, je p;; enaka ni¢. Zanima nas vloZzitev teh primerov v pro-
jekeijski prostor, kjer bo lega primerov kot pri MDS doloéena z vektorji 8% in bomo podobno
kot zgoraj, le tokrat za projekcijski prostor, sosednost predstavili z verjetnostjo g;..
Oznacimo verjetnostne porazdelitve preko vseh sosedov z za primer i in za originalni
prostor z P; in za projekcijski prostor z Q;. Nasa Zelja je, da bi bili ti porazdelitvi med sabo



4.3. STOHASTICNA VLOZITEV SOSEDOV 49

¢im bolj podobni. Ker ti dve verjetnostni porazdelitve favorizirajo bliznje primere oziroma
S0 za te verjetnosti visoke, podobnost porazdelitev P; in Q; pomeni, da je projekcija ohranila
bliznje primere za primer i. Mera, ki pove, kako zvesto gq;; sledi pj; je Kullback-Leibler-jeva
divergenca, katere vsoto po primerih Zelimo minimizirati. Kriterijska funkcija je zato:

/(@) = ZMWHQ—ZZﬂwy— (4.13)

Zaradi nesimetri¢nosti Kullback-Leibler-jeve divergence bodo napake obravnavane nesime-
tricno: cena za v projekciji oddaljene tocke, ki bi sicer morale biti blizu (majhen g in velik p)
bo vedja kot za tocke, ki so bliZje v projekciji, a bi sicer morale biti dale¢ (velik g in majhen
p). Metoda SNE primarno ohranja sosednost.

Med parametri kriterijske funkcije nam je ostal nedolocen Se ¢;, parameter verjetnostne
porazdelitve za primer i. Metoda SNE ga dolo¢i skladno z lokalno gostoto primerov tako, da
je za gostejse okolice ¢; primerno manjsi.

Da bi dolo¢ili vlozitev moramo poiskati lege primerov %) v projekcijskem prostoru. To
lahko vnovi¢ storimo z gradientnim sestopom:

J0

200 Z(mu g +paj — 91,) (09 — 00)

Gradient (popravek) bo vedji pri vedji razliki med p in g (prvi ¢len v produktu) med primeroma
in bo potekal v smeri vektorja med primeri (drugi ¢len produkta).

Danes je predvsem znana “popravljena” verzija metode SNE, ki jo imenujemo #-SNE (angl.
t-distributed stochastic neighbor embedding). V njej Gaussovo porazdelitev za projekcijski pro-
stor zamenjajo s Studentovo t-porazdelitvijo, ki ima daljsi rep. S to zamenjavo t-SNE dovoli,
da so primeri, ki so v srednji okolici v originalnem prostoru lahko dalec¢ stran v projekcijski
ravnini. Tehnika namesto pogojnih verjetnosti uporablja zdruZene verjetnosti, in simetricno

oceno sosednosti za primere v originalnem prostoru,

exp(— Hx(i) - x(f)”2 /26?)

Y1 €Xp(— ||x(k) - x(l)”2 /202)

ij =
ter za projekcijski prostor
(1+ [ - x(j>||2)—1

eer(1+ [ = x| )1

Tudi tu porazdelitvi primerjamo s Kullback-Leiblerjevo divergenco,

m>2mmm>zzmmW

qij =
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za katero pois¢emo gradient:

00 B o (9(1’) _ 9(]'))
FECE 4;(% q”)(1 +||0@ - e<j>||2)'

Zgornja enacba je po strukturi presenetljivo podobna enac¢bi4.11]za gradient pri veérazrednem
lestvicenju, kar je glede na drugacen nacin izpeljave nekoliko presenetljivo, glede na intui-
tivno razumevanje cilja obeh projekcij pa morda sploh ne. Glavna razlika obeh metod je
seveda ocenjevanje razdalj oziroma pojmovanje, oziroma bolje uteZevanje sosednosti. Ce
pri veCrazrednem lestvicenju razdalja ni utezena, je pri metodi SNE in izvedenkah stopnja
sosednosti eksponencialno padajoca funkcija.

Metoda {-SNE je v zadnjih letih postala izjemno popularna. Njen problematicen del je
predvsem v parametrizaciji (iskanje prave vrednosti za parametre Gaussove distribucije) in v
relativni pocasnosti metode oziroma pripadajocega gradientnega pristopa.



Poglavje 5
Linearna regresija

Vinkove rezultate iz kemije so zalozili. Enostavno, komisija je izgubila izpitne pole. ReSitev:
Vinko bo kemijo pisal Se enkrat. Ampak, ne more, je ravno odSel na trening odbojke v Rio.
Ravnatelj pravi, da je tako ali tako vseeno, ker da eksterci ne Stejejo. Bi pa razrednicarka silno
Zelela imeti to oceno, da lahko Vinka uvrsti v primerno ucno skupino. V zbornici je uciteljica
fizike rekla, da so ocene iz kemije tako ali tako podobne tem iz fizike (slika[5.1). Zamrmrala
je Se nekaj okoli regresijskih modelov in premic, potem pa odsla na mete Galilejeve krogle iz
strehe. Tisti dan je niso vec¢ videli.

Tabela 5.1: Rezultati zunanjega preverjanja za 16 ucencev razreda 8.A iz fizike in kemije.

ime fiz kem

Albert 46 36
Branka 11 22
Cene 100 89
Dea 90 92
Edo 17 12
Franci 98 91
Helena 81 94
Ivan 33 48
Jana 87 91
Leon 77 79
Metka 78 93
Nika 15 5
Polona 22 13
Rajko 51 52
Stane 92 96
Zala 92 67

Vinko je fiziko pisal 70. Razrednicarka je lepo prosila za pomo¢ uciteljico matematike, ki

51
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je bila tisti dan posebej razpolozena. Za¢nimo z grafom, pravi. Tistim z ocenami iz fizike in

kemije (slika [5.1).
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Slika 5.1: Ocene fizike in kemije na razsevnem diagramu.

5.1 Linearni model ene spremenljivke in kriterijska funkcija

Uciteljica fizike ima kot kaZe prav, ocene kemije in fizike so med sabo nekako povezane. Tudi
uciteljica matematike ima prav: Ce se le da skusamo podatke najprej predstaviti v kakSnem
grafu. Od tu dalje bomo poskusali sami. Morda za¢nemo s premico, ki ji bomo rekli kar
model. Model zato, ker lahko za vsako oceno pri fiziki na podlagi modela napovemo oceno
pri kemiji. Da bo vse skupaj zgledalo bolj u¢eno in primerno za univerzitetni Studij, oznacimo
oceno pri fiziki s spremenljivko x, oceno pri kemiji, ki jo raCunamo na podlagi ocene iz fizike
in jo v naSem modelu modeliramo pa z y. Ocena kemije je funkcija ocene iz fizike, zato lahko
zapisemo:

y=f(x) (5.1)

Rekli smo, da bomo zadeve poenostavili in da bo nas model kar premica. Nekaj takega,
kot kaze slika[5.2] Na njej bi iz ocene fizike 70 ocenili, da bo ocena kemije znasala 62. Ampak,
ali je premica, ki jo kaze slika, res tista “prava”? Obstaja kaksna boljsa premica, kaksen boljsi
model? Kako pa sploh ocenimo kvaliteto modela?

Za vsako totko v grafu, vsak znan podatek, torej za vsak par vrednosti (x,y®) lahko
izracunamo napako, ki jo dobimo, ko vrednost odvisne spremenljivke y napovemo z mode-
lom. Napoved ozna¢imo z # in za primer i izraunamo napako napovedi e = §® — y() =
F(x) -y, Vse napake za na§ dani model in primere v uéni mnoZici smo oznatili na sliki
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Slika 5.2: Linearni model, ki iz ocene fizike izratuna oceno za kemijo. Za Vinkovo oceno iz
fizike 70 predvidi, da je ocena pri kemiji enaka 62. Pravilno?
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Slika 5.3: Napake linearnega modela na u¢ni mnozici.
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Napake € so lahko pozitivne ali negativne. Pravzaprav nas predznak ne zanima, zanima
nas samo velikost napake. In Ce Ze, nas ne zanimajo tiste majhne napake, ampak nas motijo
predvsem tiste veéje, recimo napake pri Zali in Albertu. Radi bi, da bi nas model bil tak, da
bi napake, ki ga naredi pri napovedi primerov iz u¢ne mnozice bile ¢im manjse. Razmisljanje
iz tega odstavka lahko kvantificiramo, oziroma izrazimo numeric¢no s funkcijo:

By 1 & .
= % Z e(z)Z zm Z(y(z) (l))Z =5 Z(f(x(l)) _ y(z))z (5.2)
i=1

i=1

Funkcijo | imenujemo kriterijska funkcija, ker z njo izrazimo naso preferenco, kaksen
model bi radi imeli. Enacba za | je povprec¢na kvadrirana napaka. Povprecna zato, da lahko
njeno vrednost primerjamo nad razli¢no velikimi u¢nimi mnozicami. Kvadrirana zato, ker
nam je vseeno, ali so napake pozitivne ali negativne in zato, da izpostavimo vecje napake.
Tisto dvojko v ﬁ smo tu dodali kar tako (ne Skodi), kasneje pa se izkaze, da se nam pri
kaksni operaciji okrajsa in nam pride prav pri poenostavitvi rezultatov.

Radi bi, da bi bila vrednost kriterijske funkcije | ¢im manjsa. Najbolje nic. A to vsaj pri
nasi u¢ni mnozici z modelom - premico, ki mu od tu dalj lahko kar recemo linearni model, ne
bo slo (Ce mislis pa, da gre, poskusi).

Premico lahko zapiSemo z enacbo:

y=f(x)=ax+b (5.3)

S tem, ko poznamo model, nasa kriterijska funkcija postane funkcija dveh parametrov,
parametra 4 in parametra b:

J(a,b) = Z (axD + b) — y D)2 (5.4)
i=1

Da povzamemo: oceno iz kemije bomo za Vinka ocenili tako, da bomo zgradili model, ki
iz znanih ocen fizike in kemije pridobi model. Model bo tak, da bo za u¢no mnozico, torej
za ucence, kjer poznamo ocene iz obeh predmetov, iz ocene fizike izracunal oceno kemije.
Zeleli bi tak model, ki je na u¢ni mnoZici ¢imbolj natanéen. Natanénost ocenimo s kriterijsko
funkcijo J, katere vrednost izracunamo iz uc¢nih podatkov in modela. Kriterijska funkcija
je funkcija parametrov modela. Ker gradimo linearni model in ker je na$ model premica
v ravnini, sta parametra dva, 4 in b. Zeleli bi torej pridobiti taka parametra, pri katerih je
vrednost kriterijske funkcije najmanjsa. Iskanju takih parametrov pravimo optimizacija.

5.2 Razmislek o optimizaciji

Tu se bomo delali, da o optimizaciji Se nimamo pojma. (éeprav to prav gotovo ni res, saj sSmo
pri matematiki in nekaterih ostalih predmetih veliko sliSali o njej. A ni¢ hudega, da zadevo



5.2. RAZMISLEK O OPTIMIZACIJI 55

ponovimo). Recimo da imamo funkcijo J(a), torej funkcijo parametra 4, in Zelimo poiskati
vrednost parametra a*, kjer je vrednost funkcije najmanjSa. Dodatno recimo, da vemo, da je
funkcija konveksna. Za konveksne funkcije velja, da so zvezne in da za vsak interval njene
domene (vrednosti parametra a, za nas$ primer) velja, da vrednost funkcije v srednji tocki
intervala ne presega aritmeti¢nega povprecja vrednosti funkcije v skrajnih tockah intervala.
Po domace, konveksna funkcija enega parametra ima obliko ¢rke U. Recimo tudi, da funkcije
J(a) nimamo zapisane analiti¢no, a da lahko izvemo oziroma povprasamo po njeni vrednost
za dano vrednost parametra.

Nase iskanje minimuma funkcije J(a) lahko za¢nemo v neki tocki. Recimo, v tocki ni¢. V
tej to¢ki nas pravzaprav raje kot njena vrednost zanima njen odvod. Ce je odvod enak ni¢
(ali pa zelo blizu ni¢le), potem vemo, da smo nasli pravo vrednost parametra a. Ce je odvod
pozitiven, vemo da smo s parametrom a desno od optimalne vrednosti a*, in da je a* < a.
Ce je odvod funkcije J(1) negativen, bo vrednost a+ morala biti ve¢ja od trenutne vrednosti
a. Odvoda funkcije J, torej dJ(a)/da nimamo zapisanega v analiti¢ni obliki. Odvod pri izbrani
vrednosti parametra 4 ni ni¢ drugega kot naklon funkcije v tej tocki, to pa lahko priblizno
izratcunamo tako, da pogledamo, kaksne so vrednosti te funkcije malce stran od tocke a, na
levo in na desno:

AJ@)| _ J@+9)—]@~9)
Aa lo ™ 26

Ko vemo za odvod ](a), lahko naso trenutno resitev, torej zacetno tocko a, premaknemo v

(5.5)

nasprotni smeri odvoda. Se enkrat, v nasprotni zato, ker iS¢emo minimum. Torej

dJ(a)
da la

Vrednost @ nam doloca, za koliko se premaknemo. Tipi¢no lahko izberemo neko majhno

de—a—a (5.6)

vrednost, recimo « = 0.1.
Pythonovska implementacija iskanja optimalne vrednosti bi lahko torej bila nekako taksna:

def derivative(f, a, delta=le-3):
return (f(a+delta) - f(a-delta)) / (2*delta)

for _ in range(10):

a=a- 0.2 * derivative(J, a)

print("%.2f" % a)

Tokrat smo se odlo¢ili, da nase iskanje optimalne vrednosti a* pricnemo pri a = 8 in da je
a = 0.2. Za funkcijo
def J(a):

return (a-5)**2+3

Dobimo naslednji izpis:

6.80
6.08
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Kar je kar fino, saj smo ze v desetih korakih prisli precej blizu prave vrednosti a*. Pravi
vrednosti bi se lahko, zaradi konveksnosti naSe kriterijske funkcije, s primernim Stevilom
iteracij in s primerno vrednostjo a poljubno priblizali.

Pri zgornji optimizaciji smo predpostavili, da odvoda funkcije ne poznamo. Ce bi imeli na
voljo funkcijo, ki bi nam neposredno izracunala odvod, torej tako, da bi ga izracunala brez
klica osnovne funkcije, bi nam bilo Se enostavneje in odvoda potem ne bi rabili ocenjevati. Za
dano funkcijo J(a) v zgornjem primeru bi tako lahko izra¢unali njen analiti¢ni odvod, ter tega
uporabili v zapisu funkcije derivative. Bi znal ustrezno spremeniti kodo? Dobi$ podobne
rezultate, kot jih dobimo s priblizkom za odvod?

5.3 Iskanje parametrov univariatne linearne regresije

Tako uceno pravimo modelu - premici, s katerim bomo napovedovali ocene kemije iz ocen
fizike. Univariatne zato, ker je to linearna regresija nad enim samim atributom x (atribute
imenujemo tudi variate). Linearna zato, ker je povezava med atributi in vrednostjo modela
linearna (ax+b). Regresija zato, ker je izhod modela zvezna vrednost (drugacni od regresijskih
modelov bodo klasifikacijski, ki Se pridejo na vrsto).

dajo minimalno vrednost kriterijske funkcije J. V prejSnjem razdelku smo si pogledali trik,
kako tako vrednost poiscemo v primeru, ko je | funkcija enega samega parametra. A pri
univariatni analizi je ta funkcija odvisna od dveh parametrov, torej | = J(a,b). Zato bomo
iskanje optimalne vrednosti parametrov a* in b* priceli pri neki vrednosti teh parametrov,
potem pa te vrednosti popravljali, pac glede na odvod po vsakem od parametrov. Lahko torej

zapiSemo:

d](a, b)

a «— a—-a Fr (5.7)
dJ(a, b)

b e b-a=gp=| (5-8)

Pravzaprav kaksne vecje spremembe glede na stvari iz prejSnjega razdelka ni, dela pa je
le malce ve¢, ker moramo izracunati odvod po enem in drugem parametru. Odvod bi lahko
izracunali tudi numeric¢no, tako, kot smo to poceli zgoraj, a ker kriterijsko funkcijo poznamo,
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ne bo odve¢, da odvod izracunamo analiti¢cno. UpoStevamo, da je odvod vsote enak vsoti
odvodov. Spomnimo, odvajamo torej kriterijsko funkcijo iz enacbe njena odvoda po
parametrih a in b sta:

9J(a,b) 1 v Ny
= =Y ((ax? +b) — y@)x® (5.9)
oa m ;ﬂ
dJ(a,b) 1 v :
= =Y ((ax +b) - y) (5.10)
db m ;
Pri odvajanju smo izgubili konstanto 2 v imenovalcu normalizacijskega Clena 5. Ome-

nimo samo, da bi lahko odvoda zlozili v vektor in s tem dobili nekaj, ¢emur pravimo gradlent.
Ne se ustrasiti, gradient je Cisto preprosta zadeva: funkcijo z ve¢ parametri smo vsaki¢ odva-
jali po posameznem parametru, in s tem dobili vektor, ki ga imenujemo gradient funkcije.

Rezultat zgleda zanimivo enostaven, a je bila, navkljub sestevanju, taka tudi nasa kriterij-
ska funkcija. Izpisimo sedaj korak osvezevanja vrednosti parametrov a in b, ki jih uporabljamo
pri iskanju nasega linearnega modela:

m
_a (@) P OING
a « a mZ((ux +b)—y")x (5.11)
_ AN _ 0
b — b mZ((ax +b) — D) (5.12)

i=1

Pythonovska koda za ta osvezitveni korak je preprosta in predvideva, da so podatki shra-
njeni v seznamih (vektorjih) x in y:

def update(a, b, alpha=0.0001):
cons = alpha / len(x)
a =a - cons * sum(((a*xi+b)-yi)*xi for xi, yi in zip(x, y))
b =Db - cons * sum(((a*xi+b)-yi) for xi, yi in zip(x, y))
return a, b

Ce naso optimizacijo pri¢nemo v to¢ki (0, 0) je konvergenca relativno hitra in se do regitve
prebijemo Ze po nekaj iteracijah:

a, b =0, 0

for _ in range(10):
a, b = update(a, b)
print("%.3f %.3f" % (a, b))

Zgornja koda namrec izpiSe:

0.479 0.003
0.726 0.005
0.852 0.006
0.918 0.006
0.951 0.006
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0.968 0.006
0.977 0.007
0.982 0.007
0.984 0.007
0.985 0.007

Optimalni vrednosti parametrov a in b sta torej (priblizno) a = 0.985 in b = 0.007, na$
model s podatki iz u¢ne mnozice pa je prikazan na sliki
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Slika 5.4: Ocene fizike in kemije na razsevnem diagramu.

5.4 Multivariatna linearna regresija

Priblizek ocene za kemijo izracunan iz ocene za fiziko je sicer Cisto v redu, a naSo razre-
dnicarko in matematicarko mucijo ostale ocene. Namre¢, zgubila se je ocena za kemijo, vse
ostale ocene pa imamo. Ne samo za fiziko, ampak za slovens¢ino, matematiko, in ostale. Bi
lahko zgradili linearni model, ki bi uposteval tudi ostale ocene? Torej, uposSteval prav vse
ostale atribute, ki so nam na razpolago. In zgradil linearni model.

Ker imamo sedaj ve¢ atributov (variat) gre za multivariatno linearno regresijo. Najprej
nekaj sicer nam Ze dobro poznane notacije. Naj bo x vektor atributnih vrednosti. Privzemimo,
da so vsi atributi zvezni in da imamo # razli¢nih atributov, to je x1, x3, .. . x,,. Oznac¢imo odvisno
spremenljivko z y. Nas$ cilj je na podlagi u¢nih primerov, to je parov atributnih vektorjev in
vrednosti odvisne spremenljivke (x, ) zgraditi model:

]’lg(x) =0p+01x1+...+0,x, (5.13)

Tokrat smo namesto parametrov 4 in b parametre modela oznacili s ¢rko 6, ter parametrom
modela dodali tudi indeks. Parameter 0, ustreza prejSnjemu parametru b, 61 pa parametru
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a. Da bo zapis bolj enostaven, dolo¢imo tudi xy ki naj vedno, to je, za vse primere, zavzame
vrednost 1. Potem lahko zapiSemo:

ho(x) = Z 0,x; (5.14)

oziroma v vektorski obliki
h(x) = 6Tx (5.15)

Parametre modela 6 Zelimo izbrati tako, da bo napaka nase napovedi ¢im manj$a. Na-
paka napovedi za i-ti primer, kjer je ) napovedana vrednost, ) pa prava vrednost odvisne
spremenljivke, je

e = 0 _ 4 = o(xD) — 4O (5.16)

Model smo tokrat oznacili s simbolom /, ker model predstavlja hipotezo nad nasimi podatki.
Napake v negativno in pozitivnho smer obravnavamo enako, zato je kot prej tudi tu najbolje,
da napako kar kvadriramo. Zanimajo nas taki parametri, pri katerih je kvadrat napake na
u¢ni mnoZzici minimalen, oziroma kjer se model ¢imbolj prilega u¢nim podatkom:

: My _ )2
ngn;;(hg(x ) — y D) (5.17)

Na podlagi zgornjega kriterija zapiSimo kriterijsko funkcijo. Kriterij pomnozimo z %, da
nam bo lazje kasneje pri izpeljavi odvodov, ter z 1/m da vrednost kriterijske funkcije ne bo
odvisna od stevila primerov:

) = 5 Y (ro(a?) - 07 (5.18)
i=0

Nas cilj je sedaj poiskati take vrednosti parameterov, pri katerih bo kriterijska funkcija J(6) mi-
nimalna, oziroma take vrednosti, pri katerem se bo glede na naso izbrano kriterijsko funkcijo
nas model ¢im bolje prilegal dani u¢ni mnozici.

5.5 Metoda najhitrejSega spusta

Iskanje optimalnih parametrov za¢nimo v neki tocki, na primer kar v 6 = 0. Potem spremi-
njamo 6 tako, da se J(0) zmanSuje, to je, v nasprotni smeri parcialnega odvoda kriterijske
funkcije. Enako, kot smo poceli v prejsnjem poglavju z parametroma a in b, le da tokrat ta
korak zapiSemo splosno za parameter 60;:

d
91' — Ql—aa—el](e) (5.19)
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Konstanto « imenujemo stopnja ufenja, njena vrednost pa bo narekovala, kako hitro bomo
hiteli proti cilju. Ce bo vrednost o prevelika, je mozno, da bomo preleteli cilj in se odstrelili v
neskoné¢nost. Ce bo vrednost premajhna, bo konvergenca po¢asna.

Izpeljimo sedaj vrednost parcialnih odvodov oziroma vrednost gradienta, ko parcialne
odvode zlozimo v vektor. Pri tem zaenkrat privzemimo, da bomo vrednosti parametra 6,
prilagodili enemu samemu primeru (x, y):

S210) = (o) - ) (520
= 25 () - ) -~ ) (5.21)
= %(h@(x) - y)aiei(eoxo +...+0ixi+... 00X, — W) (5.22)
= %(hg(x) - Y)x; (5.23)

Vsakokratni popravek parametra 6; bo tako:

a
91' — Qi - a(hg(x) - y)xi (5-24)
oziroma za vse primere:
m
0; — 0~ — Y (o) =y (5.25)
j=1

Pri linearni regresiji oziroma zgoraj opisanemu pristopu najmanjsih kvadratov je J(0) kva-
dratna funkcija z enim samim minimumom, zato se nam o tem, da bi se optimizacija zausta-
vila v nekem lokalnem minimumu ni potrebno bati. Lahko pa, kot smo Ze zapisali zgoraj, pri
velikih vrednostih @ minimum zgresimo in se pri¢cnemo vse bolj oddaljevati od njega. Pomaga
seveda zmanjSanje a na vrednost, pri kateri je optimizacija stabilna in skonvergira k pravi
vrednosti parametrov 6.



Poglavje 6
Regularizacija

Pri vpeljavi linearne regresije v prejSnjem poglavju je bil cilj gradnja modela, ki se ¢cimbolj pri-
lega u¢ni mnozici. Pa je to res pravi kriterij za dolocanje parametrov modela? Bo model, ki se
najbolje prileze u¢ni mnozici res tisti, ki bo dobro napovedoval nove primere? V tem poglavju
pokazemo, da temu ni tako, nakazemo, kaksna bi bila lahko reSitev problema in potem tudi
povemo, da je ta zal odvisna od parametra, ki ga moramo nekako oceniti iz podatkov. S tem
smo sklenili zacarani krog (in morda nismo resili prav dosti), a odprli skrinjico problemov, ki
je tipi¢na za strojno ucenje in znanost v podatkih.

6.1 Polinomska regresija

Na sliki so prikazani podatki, kjer linearni model ocitno ni pravi in je odvisnost med
atributom in razredom nelinearna. Linearni model z enim samim atributom, oziroma tako
imenovani univariatni linearni model, oc¢itno ne bo kos nasemu problemu.

Model z eno samo spremenljivko zapiSemo kot y = 6y + 61x. Kaj pa, ¢e podatke spreme-
nimo tako, da Stevilo atributov pove¢amo. S stolpci, ki so potence nasega osnovnega atributa.
Torej, namesto, da vhodni podatki vsebujejo samo stolpec z atributom x, dodamo Se stolpce
potenc te spremenljivke, torej na primer stolpce z vrednostmi x? in x°. Za trenutek uvedimo
nova imena spremenljivk, oziroma nova imena atributov, in poimenujmo a = x, b = x? in
¢ = x3. S takimi spremenljivkami lahko zapi$emo novi linearni model y = 0o+ 0601a+ 020+ Osc.
S takimi modeli smo tudi Ze imeli opravka (v prej$njem poglavju), zato nam niso novi. Se
vedno gre za linearni model: torej model, kjer so a, b in ¢ neke Stevilke (vrednosti atributov za
posamezni primer), ki so pomnozene s parametri modela 6 ... 03, katerih vrednost iS¢emo.

Sedaj pa preoblikujmo nas model tako, da spet vstavimo potence atributa x. Tokrat se
zavedajmo, da potencni izrazi oznacujejo vrednosti atributov, torej nekih konstant iz nase
tabele podatkov. Prav zato je model Se vedno linearen:

Y= Oy + 01x + szz + 933(3

61
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Slika 6.1: Linearni model y = 6y + O1x se ne ujema dobro s podatki, saj je napaka velika,
odvisnost med atributom x in razredom y pa ocitno ni linearna.

Pravimo, da smo prostor atributov razsirili s poten¢nimi vrednostmi. Ker bomo nad tem
prostorom gradili linearni regresijski model, temu postopku razsiritve prostora atributov in
gradnje linearnega modela pravimo polinomska regresija. In rezultat? Na sliki[6.2|je prikazan
rezultat pri polinomski razsiritvi stopnje 2 (uporabili smo atributa x in x?) ter stopnje $tiri
2 .3

(uporaba atributov x, x in x%).

, X

Slika 6.2: Polinomska regresija druge in Cetrte stopnje.

Z dviganjem stopnje polinoma se nas$ model ¢edalje bolj prilega u¢nim podatkom, napove-
dna napaka oziroma nasa kriterijska funkcija pa je ¢edalje manjsa. S polinomsko razsiritvijo
sedmega reda smo dosegli skoraj popolno prileganje (slika [6.3). Vrednost nase kriterijske
funkcije gre z dvigovanjem stopnje polinoma proti ni¢ in je dejansko enaka ni¢ takrat, ko
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je stopnja polinoma oziroma razsiritve atributnega prostora enaka m — 1, kjer je m Stevilo

primerov.
name coef

1 1 -1.7244949
° 2 x 59.4661520
B . 3 xn2 -603.2469062
> 4 wh3 2996,3288934
5 xid -7936,7980519
i & xMhE 11418,3588803
i 7 xMG -8400,1096545
0.1 02 0.3 0.4 0.5 08 0.7 08 0.8 B x""? 24?0.3485953

Slika 6.3: Polinomska regresija sedme stopnje in koeficienti modela.

Navidezno smo problem iskanja modela, ki bi minimiziral kriterijsko fukcijo, z uvedbo
polinomske regresije resili. Pa smo res? Spomnimo se, da je nas cilj gradnje modelov napo-
vedovanje, torej ne samo modeliranje na osnovi u¢ne mnozice, ampak uporaba modela za
napovedovanje primerov, ki jih pri uenju nismo videli in ki so novi. Uporabo polinomske
regresije moramo zato preskusiti na tovrstnih primerih, ki jim pravimo tudi testna mnozica.
Pred tem pa se moramo dogovoriti, kako bomo merili uspesnost modela oziroma njegovo
napovedno tocnost.

6.2 Napovedna to¢nost

Imejmo testno mnoZico 7~ s k primeri, k = |77, za katere poznamo njihov atributni opis x® in
vemo njihov pravi razred y. Oceniti zelimo napovedno to¢nost regresijskega modela, ki za
i-ti primer napove oziroma oceni vrednost njegovega razreda kot §/).

Pri prvi meri za napovedno to¢nost, ki jo bomo tu uvedli, sledimo dosedanji logiki, da nas
predznak napake ne zanima (torej kvadriramo) in da bi radi izracunali povpre¢no vrednost
take, kvadrirane napake. Ker bi Zeleli, da se napaka izrazi v istih enotah kot vrednosti ra-
zreda v ucni mnozici, povprecno kvadrirano napako na koncu se korenimo. Dobimo koren
povprecne kvadrirane napake (angl. Root Mean Squared Error)):

£y - g
k

Mera RMSE je sicer Cisto v redu, a je njena vrednost odvisna od domene odvisne spre-

RMSE(T) =

menljivke. Na primer, ¢e je RMSE = 42.0 s tem pravzaprav nismo povedali nicesar, saj ne
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poznamo razpon odvisne spremenljvike. Ce smo s tem ocenili teZo tovornjakov v tonah, je
napaka ogromna, ¢e pa smo njegovo tezo ocenjevali v kilogramih, je skoraj zanemarljiva. Bo-
lje bi bilo imeti oceno napake, Kjer je ta neodvisna od domene odvisne spremenljivke. Recimo,
nekaj, cemur statistiki pravijo delez razlozene variance:

~ Ly — §9)?
Yi(y® - p)?

V imenovalcu ulomka je vsota kvadratov napak, ki bi jo naredili, ¢e bi model napovedoval

RAT) =1

s povprecno vrednostjo odvisne spremenljivke u¢ne mnozice. To bi bil prav slab model in
pricakujemo, da bo njegova napaka vecja, ali pa morda veliko ve¢ja od te, ki bi jo naredil
bolj$i model in katerega kvadrat napake izra¢unamo v Stevcu ulomka. Za zelo dober model
gre ¢len z ulomkom proti vrednosti 0, ocena R? pa zato proti vrednosti 1. Slab$i modeli pa
bodo imeli napako le malo manjso od napake napovedi s povprec¢no vrednostjo.

Ocena R? bo takrat $la proti 0. DeleZ razloZene variance ima zato pri¢akovano vrednost
med 0 in 1. Opozorimo le, da éeprav vemo, da bodo visoke vrednosti R?, torej take blizu
1.0 zaZelene, so lahko uporabni tudi modeli z vrednosti R? blizu ni¢. Na primer, z modelom,
ki ima na testni mnoZici pri napovedi tetaja neke valute R* = 0.1 bi obogateli, model z isto
toCnostjo za napoved jutriSnje povprecne temperature pa bi lahko vrgli v kos.

6.3 Ocenjevanje napovedne toc¢nosti

Naredimo eksperiment: u¢no mnozico, ki jo prikazuje slika naklju¢no razdelimo na po-
lovico, kjer uporabimo polovico naklju¢no izbranih primerov za ucenje linearnega modela,
na drugi polovici modela pa testiramo napovedno uspesnost. Za ocenjevanje to¢nosti smo
uporabili R?, in to merili na uéni in testni mnoZici.

Rezultate kaZe tabela[6.1] S stopnjo polinomske razsiritve atributnega prostora napovedna
to¢nost modela na u¢ni mnozici monotono naras¢a. Na mnozici testnih primerov pa je slika
drugacna: s kompleksnostjo modela napovedna to¢nost nekaj ¢asa narasca, potem pa strmo
pade. Pravimo, da se je model prevec prilegel u¢ni mnozici, postal zato prekompleksen in ni
zajel glavnih vzorcev, ki so prisotni tudi v novih primerih.

6.4 Regularizacija linearne regresije

Ko viSamo stopnjo polinomske razsiritve atributnega prostora smo opazili (slika [6.3]), da pa-
rametri modela podivjajo, oziroma postane njihova vrednost zelo visoka. Kar ni ni¢ cudnega,
saj se model zelo prilagodi u¢nim podatkom, funkcija odvisnosti med x in y je zelo razgibana,
njeni odvodi pa zelo visoki. Prileganje u¢ni mnozici se torej izrazi v absolutno velikih vre-
dnostih parametrov modela (absolutno zato, ker so te vrednosti lahko visoke a negativne ali
visoke in pozitivne). Zeleli bi si manj “divje” modele, torej take, kjer bi bili parametri modela
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Slika 6.4: Mnozica vseh primerov, ki jih naklju¢no porazdelimo med u¢no in tesno mnozico
za ocenjevanje gradnjo in ocenjevanje kvalitete modela polinomske regresije.

Tabela 6.1: DeleZ razloZene variance na ucni in testni mnozici (podatki s slike [6.4) za poli-
nomsko regresijo stopnje k.

k u¢na testna
0 0.000 0.002
1 0.031 0.037
2 0.161 0.151
3 0.806 0.688
4 0.822 0.687
5 0.832 0.715
6 0.841 0.716
7 0.841 0.714
8 0.857 0.365
9 0.863 0.118




66 POGLAVIJE 6. REGULARIZACIJA

po absolutni meri manjsi. To Zeljo enostavno izrazimo kot dodatek h kriterijiski funkciji za

linearno regresijo:

J= 5= Y (G0 - 0P 47 ) 6 (6.1
i=1 =1

Prvi ¢len v zgornji enacbi je cenovna funkcija za linearno regresijo, kjer zelimo, da se
model ¢imbolj prilega u¢ni mnozici. Drugi ¢len pa pravi, da naj bo kvadratna vrednost para-
metrov takega modela ¢im manjSa. Uporabili smo kvadratno vrednost parametrov, saj nam
je vseeno, ali je njihova vrednost pozitivna ali negativna. Pravimo, da smo cenovno funkcijo
regularizirali, stopnjo regularizacije pa uravnavamo z vrednostjo 1, katere tipi¢ne vrednosti
so nizke, recimo 0.1 ali pa 0.01 ali pa celo 0.0001.

Za ucenje modela linearne regresije, torej, za dolocanje vrednosti parametrov 0; modela iz
podatkov rabimo $e izracunati gradient. Izracun je enostaven, saj je enak, kot pri neregulari-
zirani linearni regresiji plus odvod ¢lena za regularizacijo (spodnja enacba veljazai=1...n,
za i = 0 pa ostane odvod enak kot prej):

) 1
55.(0) = 1 h0() )i + 200 (6.2)

Ostane le Se preskus: ali se, tudi z regularizacijo, lahko prevec prilagodimo manjSemu
naboru podatkov v u¢ni mnoZici. Seveda je vse odvisno od stopnje regularizacije 1, a v
sploSnem (pri primerni vrednosti parametra 1) je odgovor ne. Regularizacija nam pomaga
pri preprecevanju prevelikega prileganja. Naj sliki[6.5]je tako primer podatkov in polinomske
regresije brez regularizacije in z regularizacijo.

X x

Slika 6.5: Model polinomske regresije stopnje osem brez (levo) in z regularizacijo (n = 0.01,
desno).
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Logisticna regresija

Se bo osnovnosolec Vinko uvrstil v drugi krog tekmovanja iz kemije? Se bo po srednji Soli
vpisal na Kemijsko fakulteto? Ga bo zaposlilo podjetje, ki se ukvarja z biofarmacijo? Bo njegov
kosarkaski klub Olimpija premagal Crveno zvezdo to soboto? Se bo poro¢il s sosedovo Niko?
Bo njegova ideja o tekocini, ki vsakih 35 minut spremeni barvo, uspela na Kickstarterju?

Morda smo s kaksnim od zgornjih vprasanj zasli, a na vsaj eno od nastetih vemo, da
je nanj mozno dovolj dobro odgovoriti. So pa to vprasanja, ki niso regresijska, oziroma je
napoved kategori¢nega tipa “bo” ali “ne bo”. Se bolj natan¢no: za vsako od zgornjih vprasanj
bi pravzaprav radi ocenili verjetnost, ali se bo nek dogodek zgodil. Recimo, zanima nas,
s kaksno verjetnostjo se bo Vinko porocil z Niko. In pa, s kaksno verjetnostjo bo njegov
kicksterski projekt uspel.

Seveda bomo tudi tokrat napovedne modele, sedaj klasifikacijske, gradili iz podatkov.
Za silo bi take podatke in s tem problem spremenili v regresijskega tako, da bi odgovore
oznacili z vrednostjo 0 (dogodek se ni zgodil) ali 1 (dogodek se je zgodil), potem pa to
vrednost obravnavali kot zvezno vrednost odvisne spremenljivke oziroma razreda y. Primer
take obravnave nam kaze tabela s podatki o obiskovalcih ordinacije, ki jim je zdravnik
izmeril telesno temperaturo in potem (seveda na podlagi dodatnih preiskav, ki pa jih tu ne
podajamo) dolocil zdravstveno stanje. Nas cilj je zgraditi model, ki zdravstveno stanje oceni
(samo) na podlagi telesne temperature.

Podatke predstavimo grafi¢no (slika in si potem nanje drznemo vpeti linearno funk-
cijo y = h(x). Najprej opazimo, da je zaloga vrednosti funkcije /#(x) neprimerna, saj gre ta
od —oo do oo. Na intervalu telesnih temperatur okoli tocke 37° ima funkcija sicer vrednost
med 0 in 1. Pojavi pa se vprasanje, kako vrednost te linearne funkcije sploh interpretirati,
oziroma kako jo pretvoriti v verjetnost. Spomnimo se, da vsaka verjetnostna funkcija vraca
vrednosti med 0 in 1, nasa linearna funkcija pa je omejena na ta interval samo v dolo¢enem
obmo¢ju vrednosti vhodnega atributa. Dodaten problem je Se z osamelci, oziroma obiskovalci
s skrajnimi vrednostnimi atributov. Ce bi podatkom dodali $e en primer bolnika z zelo visoko
temperaturo, bi se nasa funkcija precej spremenila in pomaknila v desno. Potrebujemo nek
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Tabela 7.1: Telesna temperatura in stanje pregledovanca, ki smo ga zapisali v numeri¢ni obliki
kot razred y.

temperatura stanje y
36,5 zdrav 0
36,6 zdrav 0
36,8 zdrav 0
36,9 bolan 1
37,0 zdrav 0
37,2 bolan 1
37,5 bolan 1
37,6 bolan 1
39,5 bolan 1

predpis, ki bi vrednosti take funkcije pretvoril v verjetnosti in jih morda blizu y =0iny =1
malce zmehcal.

AOOOON
TTT T T T

CooooorH

2L i
O e o o 1
2 L L L L L L L .
36.0 36.5 37.0 37.5 38.0 38.5 39.0 39.5 40.0

Slika 7.1: Poskus Klasifikacije z linearno regresijo.

7.1 Logisti¢na funkcija

Funkcija, ki jo bomo uporabili in ki neko realno stevilo pretvori v Stevilo na intervalu [0, 1],

je logisti¢na funkcija (slika[7.2)):
1

T 1l+e

8(2) (7.1)

Logisti¢na funkcija je zvezna, monotona, z z — —oo konvergira proti 0 in z z — oo proti 1.
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Slika 7.2: Logisti¢na funkcija.
Je odvedljiva pri vseh vrednosti njenega parametra. Njen odvod je:
dg(z) d 1
dz dz1l+e*
1 -z
L+e2p
1 e*
l+e2l+e2
1 1+4e7-1
l+e2 1+e*
1 1
1 -
1+ e‘z( 1+ e—z)
8@ - g(2)] (7.2)

7.2 Logisti¢na regresija

Zapisimo sedaj nas klasifikacijski model. V osnovi bo to linearni model, torej utezena vsota

vrednosti atributov. A tokrat jo bomo transformirali z logisticno funkcijo, da bo vrednost

modela izrazala pripadnost (verjetnost) ciljnemu razredu:

ho(x) =

1+e 0"

g(QO + 601x1+ 6x2 + ... ann)
g(0™x)

L (7.3)

Model zaradi uporabe logisti¢ne funkcije imenujemo logisticna regresija.
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7.3 Racunanje verjetnosti razreda

V nadaljevanju bomo torej logisticno funkcijo uporabili tako, da nam bo nas model hy(x), ki
je v osnovi linearni model, vra¢al vrednosti med 0 in 1. Se naprej bomo predpostavljali, da
je nasa razredna spremenljivka dvovrednostna, a privzeli, da je njena ciljna vrednost razred
z oznako y = 1 in da zanj model hg(x) vraca verjetnost tega razreda. K oznaki modela smo
namenoma pripisali oznako za vektor parametrov 6 in na ta nac¢in poudarili, da ti parametri
tudi polno opredelijo nas model. Zapisemo torej lahko:

Ply=116) = he(x) (7.4)
P(y =0lx;0) = 1-hp(x) (7.5)

Izraz za P(y = 1|x; 0) nam torej podaja verjetnost, da je razred primera, ki je opisan z vektor-
jem atributnih vrednosti x, enak 1. Oziroma podaja verjetnost, da neodvisna spremenljivka
zavzame vrednost 1 pri opisu primera x in parametrizaciji modela s parametri 6. En sam
izraz, ki zdruZi zgornji enacbi v eno in ki podaja verjetnostno porazdelitev za spremenljivko
yje:

p(ylx; 0) = (he(x))Y (1 = hg(x))' ™ (7.6)
Pravilnost zgornjega izraza preveri tako, da za vrednost spremenljivke y vstavi$ enkrat y = 1
in drugi¢ y = 0.

7.4 Verjetje

Izraz za p(ylx; 0) v enacbi torej podaja verjetnost za dolo¢eno vrednost neodvisne spre-
menljivke in dolo¢en vektor atributnih vrednosti pri modelu, ki je podan z 6. Sedaj pa si
predstavljamo, da vrednosti elementov vektorja 6 spreminjamo. Prav gotovo se bo na ta nacin
tudi spreminjala verjetnost za dani razred pri izbranem primeru; enkrat bo ta verjetnost visja,
drugi¢ nizja.

Zamrznimo sedaj parametre modela 0 in izra¢unajmo verjetnosti L(6) pravih razredov i/
za primere v u¢ni mnozici, ki jo opiSemo z matriko atributnih vrednosti X. Predpostavljamo,
da so primeri iz uéne mnozice neodvisni in zato verjetnost za vrednosti spremenljivke y za
celotno u¢no mnozico lahko zapiSemo kot produkt verjetnosti za vrednost y za posamezne



7.5. GRADIENT LOGARITMA VERJETJA 71

primere:

L(0)

p(1X; 0)
[ [r@®r®;0)
i=1

[ o1 = g(xyy=+" 7.7)
i=1

Kot smo oznacili v zgornji funkciji L, je ta verjetnost odvisna od parametrov modela 6.
Kaksen model bi zeleli imeti? Tak, pri katerem je verjetnost L(6) najve¢ja. Torej tak model,
kjer bo verjetnost, da bo model napovedal take vrednosti razredov, kot so v u¢ni mnozici,
najvecja. L(0) igra vlogo kriterijske funkcije, ki pa jo tokrat maksimiziramo.

Funkcijo L imenujemo verjetje. IS¢emo torej parametre 0, kjer je njena vrednost najvecja.
Tudi tokrat bomo tako vrednost parametrov iskali z gradientnimi pristopi, za te pa sedaj ze
vemo, da moramo znati izracunati odvode po posameznih parametrih, oziroma, da moramo
znati izracunati gradient kriterijske funkcije. Ker je odvajanje funkcij z mnogo produkti, torej
funkcij, kot je nasa L(6), precej mucno, se vprasajmo, ali obstaja kaksna preslikava funkcije L,
za katero bi bilo lazje izracunati odvod in pri kateri bi vrednosti 0, ki to funkcijo maksimizirajo
prav tako maksimizirale tudi funkcijo L(6). Taka preslikava je logaritemska funkcija, ki je
na intervalu od 0 do co monotona in bo torej vektor 0, ki maksimizira log(L(0)) tak, da
maksimizira tudi L(6). Logaritem L(6) oznac¢imo kot /(0) in ga izra¢unamo kot:

1(0) log L(0)

m

Y [ 108 o) + (1 = 1) log(1 - ho("))] 78

i=1

Namesto kriterijske funkcije L(6) bomo torej uporabili funkcijo /(6), ki ji pravimo tudi
logaritem verjetja (angl. log likelihood).

7.5 Gradient logaritma verjetja

IS¢emo torej tak O, ki maksimizira logaritem verjetja [(0). Ker bomo uporabili gradientno
metodo in ker je 6 vektor [0y61 ... 0,], moramo izracunati parcialne odvode nase kriterijske
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funkcije:
d o0
2 _ 2 1,0 0 0 EERYNG
55,10 12:1 56,4 108 o) + (1 = ) 10g(1 = ho(x)
I | : 1 d :
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;[y 2(0Tx®) -y )1—g(6Tx(l>)]&Gj ©x")
m 0 )
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Zelo enostavno! Smo tak rezultat oziroma tako enacbo videli Ze kje prej? Seveda! Pri linearni
regresiji. Parcialni odvodi so identicni tem za linearno regresijo. Seveda z majhno razliko.
Tokrat nasa funkcija hg uporablja logisti¢no funkeijo (en. [7.3), pri linearni regresiji pa je bila
hg samo utezena vsota atributnih vrednosti.

7.6 Optimizacija parametrov modela

Postopek iskanja parametrov modela je identicen temu pri linearni regresiji. Seveda, z majhno
razliko, da je tokratni model hg(x) model logisticne regresije. Vseeno zapiSimo korak za
osvezevanje vrednosti parametra 0;:

m
0 — 0j+a ) (v —ho(x) (7.9)
i=1

Tudi tokrat je o stopnja ucenja, katerega vrednost je pri normaliziranih podatkih tipi¢no
majhna (npr. 0.001).

Tukaj velja opozorilo. Pristop z gradientnim sestopom je pocasen in je, Ze za srednje
velike podatke, potrebno izvesti mnogo iteracij popravljanja vrednosti parametrov 6. Na-
mesto te tehnike tipi¢no uporabljamo optimizacijske tehnike, ki imajo hitrejso konvergenco.
Ena od teh je postopek L-BFGS, ki pa ga tipi¢cno uporabimo iz za to dostopne knjiznice. Na
vhodu postopek L-BFGS potrebuje cenovno funkcijo (torej /(0)) in pa njen gradient, ki smo
ga izra¢unali zgoraj (en.[7.9).
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Klasifikacijska drevesa in gozdovi

Drevesa in gozdovi za klasifikacijo so zelo podobna tem za regresijo. Edina vecja razlika je
le v nac¢inu ocenjevanja pomembnosti atributov. V tem poglavju se zato najprej seznanimo s
temi metodami in jih potem uporabimo pri gradnji dreves in gozdov.

8.1 Ocenjevanje pomembnosti atributov

Pri prav vseh prakti¢nih problemih uvrs¢anja v skupine nas zelo zanimajo atributi, ki so kar
najbolj povezani z znanimi uvrstitvami primerov oziroma, kot bi temu rekli v strojnem ucenju,
z razredi primerov. Razkritje takih atributov nam lahko dosti pove o problemu, ki ga razisku-
jemo, odkrije, katere lastnosti opazovanih objektov moramo spremljati Se v prihodnje ozi-
roma so tiste, ki igrajo pomembno vlogo pri racunalniski podpori odlocanja. Velika vecina
tehnik ocenjevanj pomembnosti atributov obravnava en sam atribut loceno od ostalih, to je,
zanemari kakr$nekoli medsebojne povezanosti atributov. Pescica tehnik, med katerimi bomo
tu omenili eno samo, najbolj znano, pa zna razkriti pomembnost atributa tudi z ozirom na
kontekst, to je, skladno z vrednostmi ostalih atributov.

Zacnimo pri tehnikah, ki atribute obravnavajo vsakega zase in kontekst ostalih atributov
zanemarijo. Za zacetek poglejmo mnozico trikotnikov in kvadratov s slike Zeleli bi
oceniti, kako dobro lahko na podlagi barve lika napovemo njegovo obliko.

8.1.1 Informacijski prispevek

Ce bi bila povezanost med barvami in oblikami likov popolna, bi bile v posameznih pod-
mnozicah na desni strani slike vsi liki enakih oblik. Pa niso. Pravimo, da mnozice niso
¢iste. Podmnozica rumenih likov je Cista, CistoCo ostalih pa bi radi zmerili. Obliko likov, nas
razred, obravnavajmo kot naklju¢no spremenljivko C, njene vrednosti pa oznac¢imo z ¢;. Nasa
spremenljivka ima dve razli¢ni vrednosti, “trikotnik” in “kvadrat”. Ocenimo $e verjetnosti, da
med liki iz naSe celotne mnozice likov (N = 14) izberemo, na primer, trikotnik. Za oceno

73
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Slika 8.1: Mnozica razli¢no obarvanih kvadratov in trikotnikov (levo) in ista mnozica razde-
ljena na tri podmnozice glede na barvo likov. Vseh likov skupaj je N = 14.

uporabimo kar relativno frekvenco:

N
Py =5 =5/14 = 0.357

Podobno izracunamo, da je Py = 0.643. Necistoco nase mnozice likov lahko ocenimo z entro-
pijo H diskretne naklju¢ne spremenljive C, ki je, izmerjena v bitih:

H(C) = ) pe)I(c) = = ) plci)log, p(ci)
i=1 i=1

oziroma za nas primer:

H(C) = —0.357 x 10g20.357 — 0.643 x 10g20.643 = 0.940

Ravno tako, kot za osnovno mnozico, lahko ocenimo necistoco podmnozic, ki jih dobimo,
ko smo like razdelili glede na njihovo barvo. Tako dobimo:

2 2
H(Clcolor = red) = —g log, ;—5 ~3 log, 5= 0.971

H(Cl|color = yellow) = —% log, % - glog2 491 =0.0

H(Cl|color = green) = —% log, % - glog2 % =0.971

Oceniti moramo Se verjetnost, da lik pripada eni od podmnozic. Z drugimi besedami,
kaksna je verjetnost, da bo naklju¢no izbran lik iz nase osnovne mnozice na primer rdec.
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Enostavno,

Nred_ 5 _
N —14—0.357

Podobno ocenimo e Pyeliow = 0.286 in Pgreen = 0.357. Pritakovana necisto¢a podmnozic,

Pred =

ko naso mnozico likov razdelimo skladno z njihovo barvno, ocenimo kot vsoto necisto¢ pod-
mnozic, ki jo utezimo z verjetnostjo, da bo lik pripadal dolo¢eni mnozici. Dobljeni utezeni
vsoti pravimo residualna entropija:

Hies = H(CIX) = ) px)H(Clx)

in za na$ primer znasa:
Hyes = 0.357 X 0.971 + 0.286 x 0.0 + 0.357 x 0.971 = 0.694

Pricakovana entropija, ko smo like razdelili po barvi, je torej manjsa od entropije osnovne
mnozice. Njuni razliki pravimo informacijski prispevek (angl. information gain) in z njim
ocenimo, koliko informacije nam prispeva poznavanje vrednosti posameznega atributa:

IG(X) = H(C) — H(C|X) = 0.940 — 0.694 = 0.246

8.1.2 Relativni informacijski prispevek

Pri atributih, ki imajo veliko zalogo vrednosti, se nam prav lahko zgodi, da nam ti primere
iz osnovne mnozice razdelijo v zelo majhne podmnozice, morda celo take s po enim samim
elementom. Entropija oziroma necistoca slednjih je ni¢, a takih podmnozic si vsekakor ne
Zelimo. Pravzaprav lahko informacijski prispevek favorizira atribute z veliko zalogo vrednosti.
To “prednost” lahko uravnotezimo s tem, da se vprasamo, koliko informacije potrebujemo, da
zvemo vrednost posameznega atributa. V nasem primeru imamo med Stirinajstimi liki pet
rdecih, Stiri rumene in pet zelenih, zato:

5 5 4 4 5 5

H(X) = _ﬁlogz ﬁ - ﬁlogz ﬂ - ﬂlogz ﬁ =1.58

Mero, kjer vrednost zgornjega izraza uporabimo za uravnotezZenje informacijskega prispevka,
imenujemo relativni informacijski prispevek (angl. information gain ratio):
IG(X)
IGR(X) = —=
(X) HX)
V naSem primeru je relativni informacijski prispevek barve likov enak 0.246/1.58 = 0.156.
Predlagano uravnotezenje ni edini nacin, da izenacimo ocene za atribute, ki imajo (zelo)
razli¢no Stevilo vrednosti. Morda bolj naravna, a racunsko zahtevnejsa je tehnika, ki uporablja
permutacijski test in jo omenjamo v nadaljevanju.
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8.1.3 Mera necistoc¢e po Giniju

Prikladna mera necistoce je tudi ginijev indeks:

Gini(C) = ) p(C=e) x 1 =p(C=C)) =1~ [H(C=c)P

1

Ta ocena enaka nic za Ciste mnozice, torej mnozice, kjer vsi primeri pripadajo istemu razredu,
in visje vrednosti pri mnozicah primerov, ki pripadajo razli¢cnim razredom. Necistoca po Giniju
pove, kako pogosto bi bil za naklju¢no izbran primer napa¢no napovedan razred, ki bi ga
utezeno naklju¢no napovedali iz dane porazdelitve razredne spremenljivke.

8.1.4 Permutacijski test

Pri merah, kot je vecina zgornjih, vcasih le tezko lo¢imo med informativnimi in neinformativ-
nimi atributi. Pri kak$ni vrednosti mere postaviti mejo? Se teZje se odlo¢imo, ¢e uporabljamo
razlicne mere, kjer bi za vsako morali poznati njene statistiCne lastnosti. Je vrednost ocene
ReliefF, ki je enaka 0.42, dovolj visoka, da razglasimo, da je atribut informativen. Kaj pa 0.12?
Pa 0.06? Dobro bi bilo vedeti, ali so vrednosti teh ocen pozitivne zaradi resni¢nih zakonito-
sti v podatkih ali pa smo jih dobili po naklju¢ju. Se posebej bodo ta vprasanja zanimiva za
probleme, Kjer je primerov malo, atributov pa veliko.

Ocene informativnosti atributov, ki jih dobimo za vsakega od atributov, lahko primerjamo
z njihovimi nic¢elnimi porazdelitvami, ki bi jih dobili, ¢e bi informativnosti ocenjevali na na-
klju¢no pridobljenih podatkih. Za slednje bo za nekontekstne mere dovolj premesati vrednosti
razredne spremenljivke, za ReliefF ali podobne pa bo potrebno premesati celotno tabelo po-
datkov tako, da bomo premesali vrednosti v vsaki koloni (po atributu, torej) in na ta nacin
“pokvarili” morebitni kontekst.

Za naklju¢no premesanje razredne spremenljivke nam lahko sluzi spodnji razred v Pythonu.
Ta si ob inicializaciji zapomni tudi izvorno uvrstitev razredov, ki jo lahko uporabi za vzposta-
vitev zacCetnega stanja. Razred je implementiran tako, da podatke ne podvaja, zapomni pa si
samo vektor razredov.

import random

class PermuteClass:
"""Permute the class column of the data, can also restore to original.
def __init__( , data):
.c_vals_backup = [d.get_class() for d in data]
.c_vals = [d.getclass() for d in data]
def __call__( , data):
random. shuffle ( .c_vals)
for d, c in izip(data, .c_vals):
d.set_class(c)
def restore( , data):
for d, ¢ in izip(data, .c_vals_backup):
d.set_class(c)

mwon
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Razred za premeSanje vrednosti razredne spremenljivke uporablja spodnja koda, ki za
vsak atribut v podatkih zgradi nicelno porazdelitev atributnih ocen.

import Orange.data

epochs = 1000
alpha = 0.05
data = Orange.data.Table("voting.tab")

# define the scorer and score original data
scorer = Orange.feature.scoring.Gini()
scores = {a: scorer(a, data) for a in data.domain.attributes}

# compute null distribution, one for each attribute
null = {a:[] for a in data.domain.attributes}
permuter = PermuteClass(data)
for i in range(epochs):
permuter (data)
ns = [(a, scorer(a, data)) for a in data.domain.attributes]
for a, s in ns:
null[a].append(s)

# analyze
ps = {a: sum(l for x in null[a] if x>scores[a])/float(epochs)
for a in data.domain.attributes}
trash = sum(1 for p in ps.values() if p > alpha)
print "Uninformative features: %d (%d%%)" % \
(trash, trash*100/len(data.domain.attributes))

Rezultat te, permutacijske analize lahko ponazorimo tudi grafi¢no, kot to prikazuje slika[8.2]

Attribute immigration: score 0.002 (p=0.103)

200

frequency
-
w
=

o

o

S
T

50

—8.002 —0.001 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
attribute score

Slika 8.2: Rezultat permutacijske analize. Prikazana je porazdelitev informativnosti atributa,
kot bi jo opazili, ¢e bi bil razred primera nakljucen. Informativnost atributa na dejanskih,
nenaklju¢nih podatkih prikazuje vertikalna ¢rta. Kar 10,3% zmerjenih informativnost na na-
klju¢nih podatkih je od te ve¢ja, zato tega atributa pri nadaljnji analizi ne bomo upostevali.

Risanje grafov, kot je ta s slike je tipi¢no zanimivo in informativno. Nikoli ne smemo
zaupati samo golim Stevilkam. Grafi¢ne ilustracije raznih analiz nam vedno pomagajo globlje
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razumeti problemsko domeno, ¢eprav vsi grafi niso ravno tisti, ki jih bomo vkljucili v nase
konc¢no porocilo. Da bo risanje takih grafov enostavneje, kodo za zgornji graf podajamo
spodaj.

import matplotlib.pyplot as plt

# plot score vs. null distribution for k-th worst attribute

k =1

att, p = sorted(ps.items(), key=itemgetter(l), reverse= ) [k]

plt.close() # clear the drawing canvas

plt.hist(null[att], 20, facecolor="green", alpha=0.75)

plt.axvline(x=scores[att], color="k", linewidth=4)

plt.xlabel("attribute score")

plt.ylabel ("frequency")

plt.title("Attribute %s: score %5.3f (p=%5.3f)" % (att.name, scores[att], p))
plt.savefig("att-score-null.pdf")

8.2 Klasifikacijska drevesa

Klasifikacijska drevesa so ena najbolj osnovnih in enostavnih orodij za gradnjo napovednih
modelov pri problemih z diskretnim razredom. Ker ste ta algoritem Ze dobro spoznali pri uvo-
dnih predavanjih iz umetne inteligence, tu le na kratko. Osnovna ideja algoritma je razbitje
zacCetne mnozice podatkov na ¢im bolj (razredno) ciste podmnozice. Za razbitje uporabimo
en sam atribut, razbitje pa izvedemo na podlagi njegovih vrednosti. Tako smo na sliki
za razbitje mnozice likov uporabili informacijo o njihovi barvi. Ker tipicno podatki vsebujejo
vec atributov, izberemo tistega, ki vodi k najbolj ¢istim podmnozicam, to je tistega, katerega
informativnost je za dano mnozico primerov najveéja. V osnovnem algoritmu postopek po-
navljamo na dobljenih podmnozicah vse dokler te niso Ciste, ali pa dokler nismo uporabili ze
vseh atributov.

Rekurzivni algoritem zgradi drevo s korenom drevesa, v katerem smo imeli vse ucne pri-
mere. Korenu sledijo vozliS¢a — njegovi neposredni nasledniki, kjer smo primere iz osnovne
mnozice razdelili skladno z vrednostmi najbolj informativnega atributa na podmnozice. Po-
stopek smo ponovili vse do listov drevesa. Listom pripadajo primeri, ki izpolnjujejo pogoje
oziroma imajo vrednosti atributov podane tako, kot je to zapisano na poti od lista do korena
drevesa. Za vsak list lahko iz pripadajoc¢ih primerov ocenimo, kateri razred je najbolj pogost.
Pravimo, da list uvrsca v ta razred. Za potrebe uvrs¢anja se zato, glede na atributne vrednosti
danega primera, sprehodimo od korena navzdol vse do lista, ki nam doloca ustrezno uvrstitev.

Zgoraj smo opisali osnovni algoritem, tako imenovan algoritem ID3 [] za gradnjo dreves.
V izboljsanih verzijah algoritma pa lahko uporabimo tudi nekaj dodatnih trikov:

Obravnava zveznih atributov. Te v danem vozliS§¢u nadomestimo z binarnim atributom tako,
da pois¢emo mejo tx, kjer skupina primerov razpade na skupino, kjer je X < tx in kjer
je X >= tx. Mejo tx izberemo tako, da vrednosti tega atributa, ki jih uporabljajo pri-
meri, za katere iSCemo razbitje, uredimo in preis¢emo vse tocke na sredini med dvemi
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zaporednimi vrednostmi. Izberemo tako mejno vrednost, kjer je informativnost (ocena)
dobljenega binarnega atributa najviSja. Postopek imenujemo tudi kategorizacija oz.
diskretizacija atributa, in je lahko primeren za predobdelavo celotne mnozice ucnih pri-
merov pri situacijah, kjer uporabljene metode ne znajo neposredno uporabiti zveznih
atributov.

Obravnava neznanih vrednosti atributov pri gradnji drevesa. Te lahko preprosto zanema-
rimo oziroma jih ne upoStevamo pri ocenjevanju verjetnosti. Lahko pa jih upostevamo
tako, da ocenimo verjetnosti posameznih vrednosti in primere z neznanimi vrednostmi
ustrezno “razprsimo” po podmnozicah.

Neznane vrednosti atributov in uvrS¢anje. Pri uvrs¢anju primerov, pri katerih nekateri atri-
buti nimajo danih vrednosti (pravimo, da so te vrednosti neznane), lahko naletimo na
vozlisce, ki zahteva poznavanje enega od teh atributov. Uvrstitev pois¢emo tako, da
se spustimo po vseh njegovih vejah in v vsaki poiS¢emo ustrezni razred, ki ga utezimo
z verjetnostjo vrednosti atributa v danem vozlis¢u. Slednjo seveda dobimo pri ucenju
drevesa in si jo moramo v vozliS¢u, za namene uvr§¢anja, zapomniti.

Rezanje dreves. Drevesa tipi¢no vodijo k drobljenju oziroma fragmentaciji problemske do-
mene. Na razred namesto iz celotne mnozice primerov sklepamo iz veliko manjsih
podmnozic, ki pa s staliS¢a statistike niso nujno ustrezne (bi bilo prav o pravi¢nosti
igralne kocke razmisljati ze po nekaj metih?). Bolje bi zato bilo zgraditi drevesa tako,
da ta ne vodijo k premajhnim mnozicam v listih. Postopek se imenuje rezanje dreves.
Lahko ga izvajamo vnaprej (na primer, postavimo mejo za najmanjse Stevilo primerov
v listih), ali pa vzvratno tako, da zgradimo drevo in potem rekurzivno odstranjujemo
nezanesljiva spodnja vozlisca. Eden od znanih postopkov za slednje imenujemo rezanje
z zmanjsSevanjem napake (angl. minimal error prunning) in temelji na spremenjenem
ocenjevanju verjetnosti tako, da pri njej upoStevamo Se nekaj navideznih primerov, po
enega iz vsakega razreda (t.im. ocena po Laplace-u []) ali pa m primerov, ki so poraz-
deljeni skladno z porazdelitvijo razredov v u¢ni mnozici (t.im. m-ocena verjetnosti []).

Zdruzevanje vrednosti atributov. Nekateri diskretni atributi uporabljajo lahko (zelo) veliko
Stevilo vrednosti in bi njihova uporaba pri gradnji dreves lahko vodila v takojsnjo veliko
razprSitev primerov. Zato raje te vrednosti uredimo v podmnozice, ki jih poiS¢emo
tako, da ima tako dobljeni atribut najvecjo informativnost. Zakaj za ocenjevanje slednje
osnovna mera z informacijskim prispevkom ni primerna?

Tehnika gradnje in uporabe klasifikacijskih dreves ima vrsto prednosti. Je sorazmerno hi-
tra, enostavna, zna obravnavati kakrsnekoli podatke, ki jih lahko zapiSemo v atributni obliki,
deluje tudi na zelo velikih mnozicah podatkov. UvrScanje je hitro. Model je odprt, ter ga je
mo¢ enostavno vizualizirati (slika in ob njem razpravljati o moznih vzorcih v podatkih,
ki jih je algoritem odkril.
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Slika 8.3: Klasifikacijsko drevo zgrajeno iz podatkov o potnikih na ladji Titanic. Razred govori
o prezivetju nesrece. Debelina povezav med vozlis¢i drevesa ustreza Stevilu primerov na teh
povezavah. Barva vozlis¢ govori o verjetnosti prevladujoc¢ega razreda.

Klasifikacijska drevesa pa imajo tudi pomanjkljivosti. O problemu fragmentacije, ki ome-
juje splosnost dreves in povzroci, da drevo sklepa o razredu na premajhnem vzorcu primerov,
smo ze govorili (kje? kdaj?). Tudi predstavljeni algoritem ne odkrije optimalnega drevesa,
saj ne implementira vracanja in s tem kompleksnejSe optimizacije. Drevesa so lahko izjemno
velika in se lahko hitro preve¢ prilagodijo u¢nim podatkom. V sploSnem drevo lahko mode-
lira kompleksnejSe povezave med primeri, na primer tudi take iz tabele ??, a njih odkritje
je pri uporabi univariatnih mer prepusceno zgolj precej neverjetnemu naklju¢ju. Seveda pa
lahko gradnjo dreves usmerjamo tudi s kontekstnimi merami kot je ReliefF, a s tem mocno
upocasnimo postopek gradnje.

Drevesa so prav tako lahko obcutljiva na zelo majhne spremembe v u¢ni mnozici. Prav
tako se lahko zgodi, da sta dva ali ve¢ atributov med seboj zelo primerljiva po informacijski
vsebini, in da majhne spremembe vplivajo na to, kateri atribut bomo izbrali. To situacijo
lahko opazimo v korenu ali pa kaksnem drugem od notranjih vozlis¢. V obeh primerih so
lahko spremembe v strukturi drevesa izjemno velike, Se posebej, ce gre za vozlis¢e blizu
vrha drevesa. Ta obcutljivost je seveda nezazelena. Domenskim ekspertom bi zeleli pokazati
model, ki je stabilen, in se ne spreminja ob najmanjsi spremembi u¢ne mnozice. Izkorisca pa
jo tehnika, o kateri govorimo spodaj.

8.3 Nakljucni gozd

Naklju¢ni gozd (angl. random forest) v uvrs¢anju sestavlja skupina klasifikacijskih dreves,
ki pri klasifikaciji primera v razred glasuje []. Naklju¢ni gozd napove razred, kamor primer
uvrsca vecina klasifikacijskih dreves, ki gozd sestavlja. Najbolje bi bilo, da gozd sestavljajo
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drevesa, ki so med seboj razli¢na in kjer vsako od dreves odkrije kaksen svoj, zanimiv koncept,
ki se je skrival v podatkih. Podatke ti modeli osvetlijo iz razli¢nih strani in potem skupaj o
razredu glasuje. Ve¢ dreves vec ve.

Taka drevesa dobimo v gozdu tako, da postopek malo “ponaklju¢imo”. In sicer:

1. Pricnemo z u¢no mnozico D, ki vsebuje N primerov in M atributov.

2. Izberemo Stevilo m, ki nam pove, med koliko naklju¢no izbranih atributov iz primerov
v vozli§¢ih drevesa bomo izbrali najbolj$ega. Stevilo m naj bo veliko manjse od $tevila
atributov, na primer m = VM. Izberemo tudi Stevilo dreves K v gozdu, na primer
K =100, ki ga zelimo zgraditi. Nastavimo $tevec dreves, i « 1.

3. Med N primeri u¢ne mnozice D naklju¢no z vracanjem izberemo novo mnozico pri-
merov D; enake velikosti. To vrsto vzorcenja imenujemo metoda stremena (angl. bo-
otstrap). Seveda bodo v nasem vzorcu posamezni primeri iz osnovne ucne mnozice
podvojeni.

4. Na mnozici primerov D; zgradimo Kklasifikacijsko drevo Tj;, a tako, da v vsakem vozlis¢u
naklju¢no izberemo m atributov, ki so uporabljeni v primerih vozlis¢a, in med njimi za
delitev teh primerov izberemo najbolj informativnega upostevaje razred primerov.

5. Ce i == K smo kon&ali, sicer i « i + 1 in nazaj na korak 3.

Tehnika naklju¢nega gozda je danes ena od najbolj zanesljivih tehnik uvrscanja. Njene na-
povedne tocnosti so tipi¢no med najboljSimi. Tehnika podeduje vse prednosti klasifikacijskih
dreves, zgubi pa moZnost interpretacije modela, saj tega sedaj sestavlja vrsta modelov katerih
vpliv na odloc¢itve ni jasen in je odvisen od konteksta. Pristop v fazi gradnje modela ni med
najhitrejSimi, ga pa je enostavno povzporediti.

Brieman [] je ob tem, ko je predlagal algoritem za gradnjo naklju¢nega gozda, predlagal
tudi metodo, ki oceni pomembnost, ki jo v gozdu imajo posamezni atributi pri pravilnem
uvr$canju. Vsakemu vzorcu primerov D;, na katerem smo zgradi drevo T;, dolo¢imo njegov
komplement D = D — D;. Mnozica D] je torej sestavljena iz primerov osnovne u¢ne mnozice
D, ki jih ni v vzorcu D; (angl. out-of-bag set). Naj bo C; Stevilo primerov iz mnozice D;, za
katere je drevo T; pravilno napovedalo razred. Sedaj za vsak atribut X premeSajmo njegove
vrednosti v D; in na taki, spremenjeni mnoZici, izmerimo S$tevilo pravilnih napovedi C; x.
Pomembnost (angl. raw importance) atributa dolo¢imo kot:

K
Z Ci—-Cix
i1

RI(X) =

A=
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Priporocilni sistemi

Priporo¢ilni sistemi so danes v ra¢unalni$tvu in informatiki prisotni prakti¢no povsod. Se
najbolj oc¢itno se z njimi sreCamo pri obisku raznih spletnih strani, kot so Facebook, eBay,
Amazon, IMDB, Netflix in podobnih. Te strani si vneto belezijo podatke o nasih obiskih,
ogledu izbranih podstrani, kupljenih izdelkih, ki jih strani ponujajo, ali pa odzivih na ponu-
jene informacije (so nam te vse¢ ali ne?). Samo na podlagih nasih podatkov bi te strani ne
bile preve¢ “pametne”. A ker se tam zbirajo podatki tudi o vseh ostalih obiskovalcih, je lahko
na ta nacin zbranih informacij hitro dovolj. “Inteligenco” te strani kazejo v vsebinah, ki so
prilagojene nam, uporabnikom. Strani nam svetujejo, kaj vse bi se nam splacalo pogledati,
katere izdelke ali druge strani bi lahko bile zanimive in kaj nasploh lahko $e po¢nemo glede
na nase, najveckrat implicitno izraZene interese.

Jedro takih spletnih strani, programov in sistemov so priporocilni sistemi. Ti lahko na
podlagi zbranih informacij o uporabnikih sklepajo o uporabnikovih preferencah, zeljah in
interesih. Za posameznega uporabnika lahko recimo na podlagi njemu podobnih uporab-
nikov napovedo, kaj bi uporabnika lahko ($e) zanimalo in mu ponudijo ogled stvari, ki jih
ta do sedaj Se ni pogledal, pa bi ga morda lahko navdusile. Uporabnost in privla¢nost teh
priporocilnih storitev ter posledi¢no njihova finan¢na uspesnost je lahko zelo odvisna od kva-
litete uporabljenih priporoc¢ilnih sistemov oziroma temu, kako dobro ti modelirajo dejanske
uporabnikove interese.

Priporocilni sistemi so lahko uporabni v trzenju, analitiki in priporocanju v socialnih
omrezjih, biomedicini, humanistiki, astronomiji, kemiji — pravzaprav jih lahko uporabimo
prav na vseh podro¢jih, kjer se zbirajo podatki o uporabnikih in stvareh, ki jih neka spletna
stran ali programskih sistem, ali pa dejanska fizi¢na trgovina ponuja. V tem poglavju se bomo
osredotocili na priporocilne sisteme, ki delujejo na preferencah, ki so jih uporabniki eksplici-
tno ali implicitno podali o mnozici stvari. Ko govorimo o “stvareh” mislimo na izdelke, spletne
strani, filme, glasbo, kakrsnekoli koncepte, torej na karkoli, o ¢emer so se uporabniki preko
neke storitve ali spletne strani izrekli. Stvari so uporabniku lahko bile vSec¢ ali ne, lahko jih je
Stevil¢no ocenil, morda samo oznacil zanimive izdelke. Lahko pa si je sistem samo zapomnil,
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katere spletne strani ali storitve je uporabnik izbral, katero glasbo je poslusal ali kateri film si
je ogledal. Vrsto priporocilnih sistemov, ki temelji na takem preferen¢nem znanju in pri poda-
janju priporocil uporablja uporabniske profile vseh ostalih uporabnikov v sistemu imenujemo
skupinsko filtriranje (angl. collaborative filtering).

Ceprav bomo v tem poglavju govorili samo o skupinskem filtriranju, naj tu omenimo, da
obstajajo tudi drugacni pristopi k priporocanju. Na spletu recimo lahko najdemo sezname
najboljsih izdelkov dolocenega tipa, ki jih je priporocil nek urednik ali pisatelj bloga. Sple-
tne strani, kot so na primer domaca enaa.com, nam na vhodni strani predlaga izdelke, ki
so najbrz izbrani med najbolj dostopanimi ali pa so bili v preteklem obdobju s strani vseh
uporabnikov najbolje ocenjeni. Tu gre za enostavno zdruzevanje ocen uporabnikov, ali pa
uporabo enostavnih postopkov Stetja dostopov uporabnikov do izdelkowv.

Uporabimo lahko tudi dodatna znanja o uporabnikih in stvareh. Uporabnike lahko opiSemo
s starostjo, spolom, nastejmo interesna podrocja, ki jih zanimajo, opiSemo, kaj delajo v sluzbi,
kaksni so njihovi hobiji, ali pa celo s kom se druzijo. Stvarem lahko dolo¢imo njihov namen,
jih opremimo s klju¢nimi besedami iz opisa, razvrstimo v razne skupine. Na podlagi teh po-
datkov lahko priporocilni sistemi sklepajo o nam podobnih uporabnikih ali pa stvareh, ki so
podobne tem, ki smo jih Ze pozitivno ocenili. Priporocilne sisteme, ki temeljijo na takem do-
datnem poznavanju uporabnikov in stvari (angl. knowledge-based recommendation systems)
je morda, zaradi potrebnih dodatnih podatkov, je tipi¢no tezje vzpostaviti od sistemov sku-
pinskega filtriranja, njihova toc¢nost pa je presenetljivo lahko celo slabsa od to¢nosti slednjih.
Uporaba metod, ki uporabljajo dodatna znanja o uporabnikih in stvareh, je lahko klju¢na pri
hladnem zagonu sistema (angl. cold start), ko uporabnik storitve Se ni uporabljal in zanj
Se nimamo nimamo podatkov o preferencah oziroma vSecnosti stvari, na katerih bi temeljila
priporocila skupinskega filtriranja.

V nadaljevanju spregovorimo torej samo o tehnikah skupinskega filtriranja. Priporoc¢ilnim
sistemom, ki uporabljajo dodatna znanja, se izognemo, bo pa radovedni bralec lahko sam raz-
poznal, da bi bilo moc¢ te tehnike enostavno razviti in pri tem uporabiti zelo podobne koncepte
kot pri skupinskem filtriranju. Oba pristopa namrec temeljita na ocenjevanju podobnosti med
uporabniki in med stvarmi, razlikujeta se le v nacinu, kako te podobnosti izracunamo in v
podatkih, ki jih za to uporabimo.

9.1 Podatki

Nas cilj je razviti priporocilni sistem za skupino uporabnikov U, ki lahko izbirajo med mnozico
stvari 7, kjer bomo imeli N razli¢cnih uporabnikov (|U| = N) in M razli¢nih stvari (' = M).
Preferen¢no znanje R bomo zapisali kot mnozico trojk (u,1,7) za uporabnika u € U, stvar
i € I in preferenco r, ki bo podala oceno oziroma zazelenosti stvari i s strani uporabnika u.
Preference merimo v neki izbrani merski lestvici. Na primer, ocene zapiSemo s celimi
Stevili od 1 do 5, ali pa od 0 do 10, ali pa z realnimi Stevili od 0.0 do 1.0 ali pa od -1.0 do 1.0.



9.2. SKUPINSKO FILTRIRANJE NA PODLAGI PODOBNOSTI 85

Vcasih pa imamo na voljo samo oznake, ali je uporabnik za dolo¢eno stvar izrazil zanimanje.
Slednji primer je tezji, saj nimamo urejenih ocen oziroma imamo samo oznacene pozitivne
preference. Predpostavka, da so vse stvari, ki jih uporabnik ni oznacil, zanj nezanimive, pa
je lahko napac¢na. V tem poglavju se bomo predvsem ukvarjali s podatki, kjer imamo na
voljo numericne ocene, tu in tam pa bomo namignili, kako bi lahko obravnavali podatki, ki
vsebujejo samo seznam zanimivih stvari, za katere uporabnik ni podal preferen¢ne ocene v
neki numeri¢ni lestvici.

Priporocilne sisteme lahko razvijamo za manjse skupine uporabnikov in stvari, opravka
pa imamo lahko tudi z ve¢jimi mnozicami, kjer je lahko Stevilo uporabnikov in stvari tudi po
vec tisoc, sto tiso¢ ali pa celo nekaj milijonov. Celotno preferenc¢no znanje, torej ocene za vse
kombinacije uporabnikov in stvari tako ne bo nikoli dostopno, opravka pa bomo imeli samo z
manjsim vzorcem preferencnega znanja, ki ga ozna¢imo s 7/ C R. Ker bomo na podlagi tega
vzorca zgradili nas priporoc¢ilni sistem, ga tu imenujmo u¢na mnozica. Predpostavili bomo,
da obstaja najvec ena ocena za vsako kombinacijo (u,1), torej kombinacijo uporabnik-stvar.
Ker se bomo $e najveckrat sprasevali o tem, ali nasa u¢na mnozica vsebuje oceno za dan par
(u, i), uvedimo mnozico parov 7, za katere imamo dano preferen¢no znanje:

T ={(u,i);Ar: (u,ir)et)

Preferen¢no oceno uporabnika u za stvar i zapiSimo z r,, ;. MnoZica ocen izbranega uporabnika
u tvori uporabniski profil r,. Podobno lahko vse ocene uporabnikov za izbrano stvar i zberemo
v stvarni profil oziroma profil stvari r;.

Primer s seznamom podanega preferencnega znanja podaja tabela kjer so

U
I

{Mojca, Miha, Sandra, Jana, Tina, Nik, Janez, Cene}

{olive, vampi, testenine, blitva, ocvirki, krofi}

Namesto podajanja preferentnega znanja oziroma nase u¢ne mnozice s trojkami (upo-
rabnik, stvar, ocena) bi lahko, konceptualno, to znanje zapisali v obliki matrike (tabela|9.2]).
“Konceptualno” namrec zato, ker bi za ve¢jo skupino uporabnikov in stvari take matrike po-
stale izjemno velike in ker jih kot take, v resnih ra¢unalniskih implementacijah, nikoli ekspli-
citno ne uporabimo, ampak namesto njih podatke zapisemo v slovarje.

9.2 Skupinsko filtriranje na podlagi podobnosti

Skupinsko filtriranje (angl. collaborative filtering) je danes ena od osnovnih, morda glavnih
tehnik za izdelavo prakti¢nih priporoc¢ilnih sistemov, ki temeljijo na preferen¢nem znanju
mnozic uporabnikov. Za danega uporabnika v teh sistemih predpostavimo, da je ta Ze ocenil
dolocene stvari. Priporocilo, katera stvar ga bi zanimala med temi, za katere Se ni podal
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Tabela 9.1: Primer preferenctnega znanja podanega kot mnozica trojk (uporabmik, stvar,
ocena).

uporabnik izdelek ocena

Mojca olive 5.0
Mojca vampi 1.2
Mojca testenine 4.1
Mojca blitva 5.0
Miha ocvirki 4.3
Miha vampi 4.9
Miha blitva 1.2
Sandra ocvirki 2.3
Sandra olive 5.0
Sandra vampi 0.1
Sandra blitva 5.0
Jana ocvirki 4.0
Jana vampi 3.0
Jana krofi 4.5
Tina olive 5.0
Tina krofi 3.5
Tina testenine 2.1
Tina blitva 4.6
Nik ocvirki 2.0
Nik olive 3.8
Nik vampi 0.3
Janez olive 0.3
Janez vampi 4.8
Janez testenine 2.5
Cene ocvirki 3.9
Cene krofi 4.8
Cene blitva 3.0

Tabela 9.2: Primer preferentnega znanja podanega z matriko

olive vampi testenine blitva ocvirki krofi

Mojca 5.0 1.2 4.1 5.0

Miha 4.3 4.9 1.2

Sandra 5.0 0.1 5.0 2.3

Jana 3.0 3.0 4.5
Tina 5.0 2.1 4.6 3.5
Nik 3.8 2.0

Janez 0.3 4.8 2.5

Cene 3.0 3.9 4.8
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preference, pridobimo tako, da za vse take stvari izracunamo pripadajoco oceno (preferenco)
ter uporabniku priporo¢imo stvar, ki je bila na ta nacin najbolje ocenjena. Priporocila za
danega uporabnika razvijemo ob predpostavki, da je v celotni mnozici uporabnikov nekaj
takih, ki so izbranemu uporabniku podobni. Stvari, ki so vSe¢ njim, bodo najbrz vsec¢ tudi
izbranemu uporabniku.

Najbolj neposreden nacin, ki se ga pri napovedovanju ocen lahko posluzimo je, da na
podlagi ze danih ocen izracunamo, kako podobni so med seboj uporabniki ter ocene ostalih
uporabnikov za posamezno stvar utezimo s podobnostjo ciljnemu uporabniku.

9.2.1 Podobnost med uporabniki

Za danega uporabnika u nas zanima, kako podobni so mu ostali uporabniki. Dolo¢iti moramo
mero podobnosti med uporabniskimi profili. Spomnimo se: uporabniski profil je mnozica
vseh ocen stvari, ki jih je uporabnik ocenil oziroma za katere imamo podatke v u¢ni mnozici.
Nekaj kandidatov za mere podobnosti poznamo ze iz prejsnjih poglavij, zato tu le na hitro
omenimo, da je primerna in mnogokrat uporabljana mera kosinusne podobnosti:

r,ry,

7y —

) = G e

Pri kosinusni podobnosti v skalarnem produktu manjkajoc¢e podatke izpustimo. Ko ra¢unamo
razdaljo med Mojco in Mihom, na primer, bomo upostevali samo ocene za olive, vampe in bli-
tvo. Njuna profila za te tri stvari bosta zato (5.0,1.2,5.0) in (4.3,4.9,1.2). Skalarni produkt
teh dveh vektorjev znasa 33.38. Pri racunanju dolzine pa upostevamo celoten Moj¢in in Mi-
hov profil. Dolzini njunih profilov sta tako 8.26 in 6.63, torej je njuna kosinusna podobnost
enaka 0.61. Podobnost med Mojco in Tino (vektorja, ki ju primerjamo, sta (5.0,4.1,5.0) in
(5.0,2.1,4.6)) je vecja in znasa 0.86. Opazimo tudi lahko, da bo recimo podobnost med Jane-
zom in Cenetom enaka 0.0, saj ne obstaja izdelek, ki bi ga ta dva uporabnika oba ocenila.

V primeru, da preferen¢nih ocen nimamo in uporabniske profile tvori samo seznam stvari,
ki so uporabniku vSe¢, lahko oceno podobnosti med uporabniki izra¢unamo z mero po Jaccardu:

s (u u’) — w
e Ity Ut |l

kjer smo, na primer, z ||r, N r,|| oznacili Stevilo stvari, ki so vSeC tako uporabniku u kot
uporabniku u’.

9.2.2 Priporo¢ila na podlagi uporabniskih profilov in podobnosti med uporab-
niki

Za danega uporabnika u zelimo z uporabo u¢nih podatkov oceniti, kakSna je njegova prefe-
ren¢na ocena za stvar i. To oznac¢imo z 7, saj gre za oceno oziroma priblizek. Preferencno
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oceno lahko na ta nacin pridobimo tudi za Ze obstojeco oceno iz u¢ne mnozice, a bo ta verje-
tno razli¢na od ocene r,;, ki jo je podal uporabnik in bomo pri njeni napovedi storili dolo¢eno
napako.

Izhodisce za izracun preference 7,;, torej ocene koristnosti stvari i za uporabnika u, so
podobnosti med uporabniki. Ideja pa je enostavna: pogledamo, kdo so vsi uporabniki, ki so
ocenili stvar i. Njihove ocene utezimo s podobnostjo s ciljnim uporabnikom u ter dobljeno
vsoto normiramo z vsoto uteZi:

Z s(u,u’) X ry;

R u':(w j)et, u'+u

Tui = (9.1)

Z s(u,u’)

u':(wi)et, w'#u

9.2.3 Priporocila na podlagi profilov stvari in podobnosti med stvarmi

Tudi stvari imajo svoje profile. Ce so uporabniki profili vrsti¢ni vektorji v preferenéni matriki,
katere primer je prikazan v tabeli so profili stvari stolpci te matrike, oziroma stolp¢ni
vektorji. Za stvar i njen profil zapiSemo z r;. Podobno kot za dva uporabnika lahko podobnost
med stvarmi merimo, na primer s kosinusno razdaljo:

.. i vi vld
Se(i, 1) = —=—
|ri| [y
Sedaj pa nazaj k priporo¢anju. Zeleli bi torej oceniti preferenco 7,;, ki jo ima za stvar
i uporabnik u. Predpostavljamo, da je uporabnik Ze ocenil nekaj drugih stvari (vsako od
teh bomo oznadili z i"). Oceno za stvar i lahko izratunamo iz teh ocen, a pri tem mocneje
upostevamo tiste stvari, ki so podobne stvari i, ki jo ocenjujemo:

Z S(i/ l/) X Tyir

":(u,i’)er, ' #i

“ Y sGi)

i":(u,i")er, i'#i

(9.2)

Ta izracun je na mo¢ podoben izracunu iz prejsnjega razdelka, le da tu utezimo ocene
naSega ciljnega uporabnika, v prejSnjem razdelku pa smo utezili ocene ostalih uporabnikov.

9.2.4 Priporocanje na podlagi podobnosti uporabnikov in stvari

Priporocilno tehniko iz prejsnjih dveh podpoglavij lahko zdruzimo. Iz u¢ne mnozice lahko
vzamemo poljubno oceno 7, ter jo utezimo glede na podobnost s ciljnim uporabnikom u in
ciljno stvarjo i, za katero oceno 7,; iSCemo. UteZena vsota vseh teh ocen je nas priblizek za
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fuii
s(u, u") X s(i, ") X ryrjr

. (w i")er, (' ,i")#(ui)
Tyi = . (9.3)
s(u,u") x s(i,i")

', i")er, (u’,i")#(u,i)

Na prvi pogled se nam taka reSitev lahko zazdi Se najboljsa, oziroma bolj primerna od
teh, ki smo jih omenjali v prejsnjih dveh podpoglavjih. A njena ocitna slabost je ¢asovna
kompleksnost, saj moramo poznati prakti¢no vse pare podobnosti, torej med ciljnim in vsemi
ostalimi uporabniki in ciljno in vsemi ostalimi stvarmi. V prejsnjih dveh podpoglavjih smo
namre¢ racunali na to, da so ciljno stvar i ocenili samo nekateri uporabniki in je bilo potrebno
izracunati podobnosti samo za te. Oziroma, racunali smo, da je uporabnik u ocenil samo
manjsi nabor stvari in da je samo te potrebno primerjati s ciljno stvarjo i.

9.2.5 Priporocanje kar tako

Vrednost 7,; lahko ocenimo kar s povprecno oceno stvari i vseh (ostalih) uporabnikov, ki so

to stvar ocenili:
Twi
W’ iet, u'+u

i e, 7 A ©4

Ta ocena bo neodvisna od uporabnika, nam pa lahko sluzi za primerjavo z ostalimi nacini
izraCuna 7,;, kot smo jih podali zgoraj. To oceno lahko morda Se dodatno popravimo tako, da
upoStevamo povprecno oceno uporabnika:

Twi Tyir
R W’ j)et, u'+u 1 (u,i")et, 1"+#i

1
| = = - - — + = - - -
TSN e 1] 2w i) e, 7 £

(9.5)

9.3 Pristranost

Uporabniki smo v na$ih ocenah pristrani: nekateri uporabniki bolj vedre narave bodo stvari
ocenjevali z viSjimi ocenami, nekateri uporabniki pa bodo le stezka dajali najviSje ocene.
Problemu pristranosti uporabnikov se lahko vsaj deloma izognemo tako, da vsem ocenam
iz u¢ne mnozice odstejemo povprecno oceno uporabnika. Se pravi r,; nadomestimo z r,; —
1,. Tako popravljene ocene potem uporabimo pri u¢enju. Pri napovedovanju pa ne smemo
pozabiti, da smo povprecne ocene uporabnika pred tem odsteli, in zato za par (u, i) napovemo
preferenc¢no oceno z 7,; + 1;,.
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9.4 Ocenjevanje kvalitete priporocilnih sistemov

Tudi tu lahko uporabimo prec¢no preverjanje, ki ga tokrat izvedemo kar nad mnozico trojk
(u,i,1,;). Torej tako, kot Ce bi vzorec iz tabele vzeli za ucenje, na preostalem delu pa
preverili nase izracunane preferencne ocene. Za ocenjevanje kvalitete priporocanja lahko
uporabimo iste mere, kot smo jih uporabili pri regresiji, torej na primer RMSE ali pa R2.

9.5 Priporocanje z matri¢cnim razcepom

V tabeli[9.2|smo uéne podatke predstavili kot matriko R, katere elementi so ocene r,; uporab-
nika u za stvar i. Matrika R je redka, za njo pa mora priporocilni sistem znati oceniti vrednost
manjkajocih elementov. Ker je uporabnikov N, stvari pa M, je matrika R oblike M X N.Tipi¢no
sta dimenziji M in N visoki: uporabnikov je lahko nekaj tiso¢, deset tiso¢ ali celo milijon,
stvari pa ravno tako.

Ze iz poglavja o grutenju vemo, da lahko stvari in uporabnike razvrstimo v skupine in
za te potem poisc¢emo tipi¢ne stvari in tipicne uporabnike. Na primer, pri izposoji filmov bi
lahko zaznali, da obstajajo uporabniki storitve, ki radi gledajo ve¢inoma akcijske filme, pa
uporabniki, ki gledajo samo filme, ki so narejeni v Hollywoodu ter uporabniki, ki jim to ne
pade na misel in si sposojajo samo umetniske filme iz manjsih produkcijskih his. Uporabnike
bi zato lahko predstavili s kratkimi profili, ki bi nam porocali o zazelenosti posameznih film-
skih zvrsti. Pravimo, da bi na ta nac¢in uporabnike opisali v latentnem prostoru filmov, torej
v prostoru filmskih kategorij, ki jih moramo iz podatkov Sele razbrati. Po drugi strani pa bi
tudi filme lahko opisali s profili v latentnem prostoru skupin uporabnikov, torej skupin, ki jih
prav tako moramo Sele pridobiti. Ta opis, predstavitev podatkov v latentnem, navideznem
prostoru skupin stvari in skupin uporabnikov lahko pridobimo z enotnim postopkom, ki mu
pravimo matri¢ni razcep.

V pristopu z matri¢nim razcepom matriko Ryxy predstavimo z matrikami Pyxg in Qg
tako, da velja R ~ PQ in da je K << M, N (slika[9.1)). Torej, tako, da je produkt matrik P in
Q po elementih ¢im bolj podoben prvotni matriki R oziroma elementom, ki so tam definirani.
Konstanta K podaja stevilo latentnih dimenzij, in je pri obliki razcepa, kot smo ga dolocili
tu, enaka tako za uporabnike kot za stvari. Pravimo ji tudi stopnja razcepa. Ker je K veliko
manjsi od dimenzij M in N, v skrajnem primeru pa enak 1, pomeni, da s produktom PQ prav
gotovo ne bomo mogli verno predstaviti matriko R, torej tako, da bi vsi elementi produkta
bili enaki elementom vhodne matrike R (torej, PQ = R).

Matrika P je matrika uporabniskih profilov v latentnem prostoru filmov, torej prostoru
tipi¢nih zvrsti filmov (teh nimamo, a jih pridobimo z razcepom matrike na produkt dveh
matrik). Latentni profil uporabnika u oznac¢imo z vektorjem p,. Podobno je matrika Q matrika
profilov stvari v prostoru latentnih uporabnikov, profil stvari i v tem prostoru pa zapisimo z
vektorjem q;. Produkt latentnih profilov ustreza priblizku vrednosti ocene stvari i uporabnika
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M K

N N

Slika 9.1: Razcep matrike R na manjsi matriki P in Q.

u, torej ,,; (slika[9.2).

u pU—

gi

v | = p|xCE

Slika 9.2: Predstavitev uporabnika u z latetnim profilom p, in stvari i z latentnim profilom
q;. Skalarni produkt latentnih profilov nam da priblizek za oceno stvari i uporabnika u, torej

Y
Tui = Pudi-

Razcep matrike R na matriki P in Q bomo poiskali tako, da bosta matriki P in Q polni,
torej, da bodo vse vrednosti teh dveh matrik dolocene. Prav zato bomo lahko s produktom
latentnih profilov lahko poiskali vrednost 7,; za vsako kombinacijo uporabnika u in stvari 1.
Ostane nam torej le Se, da izracunamo razcep, oziroma dolo¢imo matriki P in Q.

9.5.1 Matri¢ni razcep
Z matrikami P in Q lahko izra¢unamo priblizek ocene za stvar i uporabnika u, ki je:

K

Pui = Prqi = Z Pukki (9.6)
=1

Za ocene iz u¢ne mnozice r,; bi zeleli, da je ta priblizek ¢im boljsi, oziroma da je napaka,

ki jo s tem priblizkom naredimo, ¢im manj$a. Izracunajmo kvadrat napake za oceno stvari i
uporabnika u:

eii = (rui — ?ui)z 9.7)
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Zeleli bi poiskati taki matriki P in Q, kjer so te napake ¢im manj$e. Ker bomo pri numeri¢nem
iskanju teh matrik v vsaki iteraciji obravnavali natan¢no enega med u¢nimi primeri (torej r,;
za dolocen par (i, 1) € T), potrebujemo izracunati gradient napake za vsakega od parametrov
modela. Na$§ model sta matriki P in Q, vrednosti parametrov modela pa vsi njuni elementi p,
in gy;. V enacbo za napako (enacba vstavimo izraz iz enacbe :

K 2
1
e = 5T~ Zpuqui : (9.8)
k=1

Enacbo smo pomnozili z % tako, da se nam dvojka kasneje pri odvajajnju pokrajsa. Odvod
enacbe je seledec:

des,;

% = —euidki (9.9)
Uu

dez,

% = —CuiPuk

Uporabimo pristop gradientnega sestopa. Matriki P in Q tokrat na zacetku nastavimo na
majhne naklju¢ne vrednosti. ZacCetna nastavitev vseh njunih elementov na 0 nas namrec ne
bi pripeljala nikamor (zakaj?). Nato iteriramo po vseh elementih (trojkah) v u¢ni mnozici in
za vsak primer ustrezno popravimo odgovarjajoce elemente (profile) P in Q, tako da za vsak
k=1...K popravimo vrednosti:

Puk < Puk T Q€yiqki (9.10)

ki < qki T XeyiPuk

Tudi tokrat, kot pri linearni in logisti¢ni regresiji, je a stopnja uenja. Zgornjo enacbo
lahko zapiSemo tudi vektorsko:

Pu < Putaeuq; (9.11)

qi < q;t+ae,ipu

Postopek iskanja razcepa matrike R na matriki P in Q, kot smo ga opisali zgoraj, imenu-
jemo tudi inkrementalna simultana matri¢na faktorizacija, algoritem pa s tem dobi akronim
ISMF. Gre pravzaprav za stohasti¢ni gradientni spust. Stohasti¢ni za to, ker optimizacijo vsa-
kokrat vr§imo na enem primeru iz u¢ne mnozice in ne optimiziramo vrednosti P in Q za
celotno u¢no mnozico hkrati.
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9.5.2 Regularizacija

Zgoraj opisan matri¢ni razcep se lahko preve¢ prilagodi u¢nim podatkom, Se posebej pri vec¢jih
vrednostih K. Tudi tu se preveliko prileganje odrazi v velikih vrednostih parametrov modela,
torej velikih vrednostih elementov matrik P in Q. Preveliko prileganje prepre¢imo tako, da v
naso ciljno funkcijo vklju¢imo kaznovanje, ki izhaja iz velikosti parametrov:

o1
e’ = 5 (€ + MPuPu + 19; q0) (9.12)

Gradient, ki ga uporabimo pri metodi sestopa, dobimo s parcialnim odvajanjem zgornje
kriterijske funkcije:

% (9.13)
= = —Cuifki +NPu .
. i + MPuk
8‘3;1'2

—€yiPuk t i
aqki wiPuk + Nk

Upostevaje izracunani gradient je popravek vrednosti elementov matrik P in Q v postopku
gradientnega sestopa zapisan vektorsko:

Py < Put a(euiqi - T]Pu) (914)
qi < qi+aleuipy—n9i)

Pri regularizaciji nastopi problem ocene primerne stopnje regularizacije . Kot pri regresiji
in klasifikaciji lahko tudi tu primerno stopnjo regularizacije ocenimo s pre¢nim preverjanjem

in uporabimo 1, pri katerem dobimo najmanj$o napako.

9.5.3 Algoritem

Elemente algoritma za matri¢ni razcep smo pravzaprav popisali Ze zgoraj, a ne bo skodilo, da
opisemo celotni postopek Se enkrat:

Vhod: u¢na mnoZica 7’, stopnja ucenja a, stopnja regularizacije 7, stopnja razcepa K
Izhod: matriki P in Q

ponastavi P in Q z naklju¢nimi majhnimi Stevili (—0.01...0.01)
ponavljaj:
za vsak (1, 1,r,;) v u¢ni mnozici 7’:

izracunaj e,;

izratunaj gradient ¢/, (enacba|9.13

zavsakkvl... K:
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osveZi p,i in q; (enacba|9.14

koncaj ob konvergenci

V zgornjem algoritmu se nam je zapisala ¢udna, zadnja vrstica, saj ustavitvenega kriterija
nismo dolo¢ili. Tudi sicer ga je tezko dolo¢iti. Lahko bi postopek ustavili takrat, kadar napaka
RMSE za celotno u¢no mnozico pade pod doloteno mejo, ali pa kadar izvedemo vec kot
doloceno Stevilo iteracij zgornjega algoritma (zunanja zanka), ali pa kadar se po nekaj urah
navelicamo c¢akati, da se optimizacijskih postopek ustavi. Boljsi postopek od zgornjih je, da
u¢no mnozico razcepimo na dve, novo u¢no in validacijsko, se na novi u¢ni nauc¢imo, na
validacijski pa preverjamo napovedi. Z ucenjem prekinemo, ko se nam po na primer dveh
iteracijah zunanje zanke napaka na validacijski mnozici ne zmanjsa.

Optimizacija oziroma iskanje primernih matrik P in Q je seveda odvisna tudi od zacetne
nastavitve matrik. V praksi se nam obnese, da postopek nekajkrat ponovimo, vsaki¢ z drugo
inicializacijo, in uposStevamo tisti razcep, pri katerem je RMSE na u¢ni mnozici, ali pa, Se

bolje, na validacijski mnozici, najmanjsi.



Poglavje 10

Povezovalna pravila

Danes vse prodajalne, tako spletne kot te, kamor se moramo sprehoditi ali pa zapeljati z nekim
prevoznim sredstvom, belezijo podatke o nakupih. Te, ki tega ne po¢no, so Ze propadle ali
pa so zal na poti propada. Recimo, prodajalna prehrambenih izdelkov. Oglejmo si en zelo
majhen vzorec nakupov (tabela [10.1)), kjer vsaka vrstica prikazuje, kaj je bilo v nakupovalni
kosarici. V tem poglavju bomo zadeve zelo poenostavili: kupci bodo ostali anonimni, cas
nakupa nas ne bo zanimal, prav tako ne bomo belezili Stevila nakupljenih stvari. Zanimali
nas bodo samo tipi nakupljenih stvari v nakupovalnih kosSaricah (na primer, mleko, ne pa tri
litre mleka, in ne pol Struce kruha).

Nakupovalne kosarice smo oznacili s ¢; za i-to nakupovalno kosarico. Bolj strokovno vsaki
vrstici v tabeli pravimo tudi transakcija. Naj bo mnozica transakcij, katero bi zeleli
preuciti, 7 = {t1, 3, ...tn}. Mnozico stvari, ki lahko nastopajo v teh transakcijah, oznacimo z

I =iy, i,...ipm}

Tabela 10.1: Podatki o nakupovalnih kosaricah.

nakup stvari v koSarici poenostavljen zapis
2] mleko, kruh MK

t mleko, sir, zelenjava MSZ
ts kruh, sir, zelenjava KSzZ
ty mleko, kruh, sir, zelenjava MKSZ
ts mleko, kruh, sir MKS
te kruh, sir KS

ty sir S

tg kruh, zelenjava, sir KZS
to sir, zelenjava SZ

t10 kruh, sir, zelenjava KSZ

95
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10.1 Nabori in podnabori

Terkam stvari, kot so na primer {kruh, sir} ali pa {mleko, sir, zelenjava} pravimo nabor.
Za par naborov X in Y pravimo, da je X podnabor nabora Y, Ce je vsaka stvar iz nabora X
vsebovana v naboru Y. V tem primeru zapiSemo, da velja X C Y. Nabor {kruh, sir} je na
primer podnabor nabora {kruh, mleko, sir}. Stevnost stvari v naboru X ozna¢imo |X|. V
naboru X = {kruh, mleko, sir} so tri stvari, |X| = 3. Nabor X s $tevnostjo |X| ima 2X| moZnih
podnaborov, med katerimi je tudi prazen podnabor (.

10.2 Podpora in pogosti nabori

S 0(X) oznacimo Stevilo transakcij, ki vsebuje podnabor X. Podnabor X = {mleko, kruh} je
vsebovan v transakcijah #, t4 in t5. Stevilo podprtih transakcij za nabor X je zato enako tri,
oziroma o(X) = 3. Stevilo ¢(X) formalno dolo¢imo s slede¢im zapisom:

o(X) =[{t;IX C t;, t; € T (10.1)

Iz Stevila podprtih transakcij za nabor X lahko izracunamo delez podprtih transakcij, torej
delez transakcij, ki vsebujejo nabor X:
o(X) _ a(X)
X) = - 10.2
s(X) 7 N (10.2)
Zanima nas, kateri nabori so taki da za njih velja

s(X) > minsupp (10.3)

kjer je minsupp minimalna podpora oziroma parameter, ki ga dolo¢i uporabnik. Nabore, kjer
velja zgornji izraz, imenujemo pogosti nabori.

10.3 Algoritem Apriori

Za iskanje vseh pogostih naborov v mnozici transakcij bomo razvili algoritem Apriori, ki sta
ga sicer predlagala Agrawal in Srikant leta 1994. A preden zapiSemo algoritem, razmislimo o
nekaj lastnostih prostora vseh moznih naborov. Ti so za na$ primer grafi¢no prikazani v mrezi
naborov (slika[10.1)), kjer so nabori dolo¢enega nivoja povezani z nabori prej$njega nivoja, ¢e
so slednji njihovi podnabori. Tako je vozlis¢e MKZ povezano z vozlis¢i MK, MZ in KZ, a ne z
vozlis¢em MS, saj MS ni podnabor MKZ.

Recimo, da iS¢emo pogoste nabore s podporo vsaj 0.6 (minsupp = 0.6). Najprej za vsak
nabor v mrezi naborov dolo¢imo S$tevilo transakcij, v katerih je ta nabor prisoten. Za na$
primer tako oznaceno mrezo prikazuje slika Pogosti nabori morajo biti vsebovani vsaj
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Slika 10.1: Mreza vseh moznih naborov za mnozico stvari mleko (M), kruh (K), zelenjava (Z)
in sir (S). V korenu grafa je prazen nabor.

v Sestih transakcijah. Iz mreZe je razvidno, da to velja za Sest naborov, med katerimi je eden
prazen.

Iz mreze naborov lahko razberemo nekaj zanimivih zakonitosti. Recimo, nabor M je nepo-
gost. Zaradi tega so nepogosti prav vsi nabori z mlekom, torej vsi nabori, katerih podnabor je
M. To je razumljivo, saj vsi ti nabori zahtevajo, da je njhov podnabor tudi M, ta pa je vsebovan
v pramajhnem Stevilu transakcij, da bi bili nabori, ki ga vsebujejo, pogosti.

Prav tako razberemo, da podpora nabora ne more presegati podpore kateregakoli njego-
vega podnabora. Primer: KZS je vsebovan v stirih transakcijah, in to $tevilo ne sme presegati
Stevila transakcij, v katerih so vsebovani vsi njegovi mozni podnabori, torej tudi ti iz prejSnjega
nivoja (KZ, KS, ZS).

Zgornja zapazanja zapisimo v obliki teoremov.

Teorem 1 Ce je nabor pogost, so pogoste tudi vse njegove podmnogice:
s(X) = minsupp = 5(Y) > minsupp, Y € X
Teorem 2 Ce je nabor nepogost, so nepogosti tudi vsi nabori, ki ga vsebujejo:
s(X) < minsupp = s(Y) < minsupp, X C Y

Teorem 3 Podpora nabora nikoli ne presega podpore njegove podmnognice (antimonotonost,
L = 2! je mo¢nostna mnogica, torej mnogica vseh mognih naborov):

VX, YeL:XCY = s(Y) <s(X)
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Slika 10.2: MreZa pogostih naborov (naborov v praznih vozlis¢ih) za minsupp = 0.6 oziroma
za vse nabore, katerih Stevilo podpornih transakcij je vsaj 6 (6 = 0.6 x 10). Vozlisca, ki
predstavljajo nepogoste nabore, so osencena.

Iz zgornjega intuitivno sledi algoritem Apriori. Ker nas prazna mnozica ne zanima, pricnemo
lahko s pogostimi nabori prvega nivoja, torej nabori, ki vsebujejo natanko eno stvar (te ime-
nujemo tudi pogosti 1-nabori). Od tu dalje s kombinacijo pogostih naborov generiramo pogo-
ste k-nabore, Kkjer k iterativho povecujemo. Ustavimo se, ko na k-tem nivoju ni ve¢ pogostih
naborov, saj bi to pomenilo, da teh tudi ni v vseh visjih nivojih.

Vhod: mnozica transakcij in minimalna podpora minsupp
Izhod: mnozica pogostih naborov

k=1
Fy = {ili € I A 0(i) > N X minsupp}
ponavljaj

k—k+1

Cy = kandidati(Fy_1)

izracunaj podporo naborov v Cy

Fy = {clc € Cx A 0(c) > N X minsupp}
dokler F;, =0
vrni UiFy

Algoritem Apriori uporablja funkcijo kandidati, ki na podlagi ze odkritih pogostih naborov
tvori pogoste k-nabore. S podrobnostmi implementacije te funkcije se ne bomo ukvarjali,
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omenimo pa samo, da so za hitrost celotnega algoritma precej pomembne. Namrec, izogniti
se moramo tvorjenju enakih kandidatov. Recimo, nabor KS lahko tvorimo iz pogostega nabora
K in stvari S, ali iz pogostega nabora S in stvari K. Tu omenimo samo nekaj moznosti, ki jih
lahko pri tvorjenju kandidatov lahko uporabimo:

* Kandidate za Fy tvorimo iz kombinacije pogostih naborov F;_; X F1. Problem podvojenih
kandidatov resimo z leksikografsko ureditvijo naborov (na primer MKZ je z MZS, saj je
K leksikografsko pred 7).

* Kandidate za F; tvorimo iz kombinacije pogostih naborov Fy_; XF1, kjer nabora zdruzimo
le, ¢e sta razlicna samo v zadnjem elementu. Tudi tu problem podvojenih kandidatov
reSujemo z leksikografsko ureditvijo naborov.

10.4 Povezovalna pravila

Pravila tipa
X—-Y

kjer sta X in Y nabora stvari, imenujemo povezovalna pravilna. Zahtevamo, da je presecna
mnozica obeh naborov prazna, torej X N'Y = (. Primer takega pravila je recimo

kruh — mleko, sir

pravilo pa pravi, da ¢ée bo v kogarici kruh, pri¢akujemo, da bosta tam tudi mleko in sir. Se en
primer povezovalnega pravila je

mleko, sir — zelenjava

ki pravi, da ¢e bo v kosarici mleko, pricakujemo, da bosta tam tudi sir in zelenjava.

Pravila so lahko seveda bolj ali manj v soglasju z u¢no mnozico transakcij. Povezovalna
pravila ocenjujemo z merami, med katerima sta najbolj znani podpora in zaupanje. Podporo
ze poznamo, poroca pa o delez transakcij, kjer najdemo vse stvari iz povezovalnega pravila:

o(XUY)

s(X—>Y)= N

(10.4)

Podpora torej meri pogostost pravila v mnoZici transakcij.
Drugacna mera je zaupanje, ki meri, kaksen je delez transakcij, ki vsebujejo desno stran
pravila Y med transakcijami, ki vsebujejo levo stran pravila X:
o(XUY)
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Za pravilo M — SK bo tako podpora enaka 0.2, zaupanje pa enako 0.5 ($tiri transakcije
vsebujejo mleko, od tega dve poleg mleka Se sir in kruh). Podpora pravila Z — S bo 0.6,
zaupanje pa 1.0.

Algoritmu za iskanje podpornih pravil predpiSemo minsupp in minconf, torej minimalno
podporo in minimalno zaupanje. V praksi pa pravila iS¢emo tako, da najprej pois¢emo pogoste
nabore, potem pa iz teh izlus¢imo pravila, katerih zaupanje je dovolj visoko. Pogosti nabori
bodo namre¢ imeli enako podporo kot pravila, ki vsebujejo vse stvari iz pogostega nabora. Iz
nabora KZS lahko tako tvorimo 23 — 2 = 6 netrivialnih pravil, kjer je leva oziroma desna stran
pravila neprazna:

KZ—S, KS—Z, ZS—K,
S—KZ, Z—KS, K—ZS

Za dani nabor stvari lahko tvorimo vsa mozna povezovalna pravila na podoben nacin, kot
smo tvorili vse mozne podnabore. Z eno samo razliko. Tokrat podnabore v mrezi uporabimo
za desno stran povezovalnega pravila, na levo stran pa damo vse, kar je v naboru, ki ga
cepimo v pravilo, $e ostalo. Tako nam za nabor KZS mreza na sliki podaja vse mozne
cepitve oziroma vsa mozna pravila.

Slika 10.3: MreZza vseh moznih povezovalnih pravil, ki jih lahko tvorimo iz nabora KZS. Pravili
v korenu (prazen nabor na levi strani) in na zadnjem nivoju mreZe nista legalni, sta pa vseeno
prikazani.

Ostane nam le, da tudi tu pois¢emo finto oziroma pristop, kjer je mrezo povezovalnih
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pravil graditi iz zacetnega vozlisca tako, da kandidate klestimo glede na zahtevano zaupanje.
V ta namen si oglejmo dve pravili, ki ju tvorimo iz nabora Z: X - Z-Xin X’ —» Z-X’. Vsaki¢
smo torej desno stran pravila dobili tako, da smo od nabora Z odstranili stvari na levi strani
pravila, ki so enkrat bile X in drugic X'.

Teorem 4 Naj bosta X in X', kjer je X" podnabor X. Velja:
c(X - Z-X) <minconf = ¢(X’ = Z - X") < minconf
Ta teorem moramo dokazati. Spomnimo se, da velja:
X cX = oX)>0(X)

Neenacbo na desni strani pomnozimo z ¢(Z) in delimo z o(X’) ter ¢(X). Dobimo enacbi za
zaupanje obeh pravil, in dokaz zgornjega teorema:

0@ _o@)
aX) " a(X)

Z drugimi besedami: ¢e X — Z— X ne presega minimalnega zaupanja, tudi X’ — Z—-X’ ne
bo, kjer je X’ podnabor X. V nasi mreZi povezovalnih pravil s slike[10.3] vidimo, da so pravila
s podnabori levih strani postavljena v spodnjih nivojih pravil nivoja nad njimi. Ce pravilo
ZS—K ne bo ustrezalo pogoju zaupanja, tudi pravili S—KZ in Z—KS, ki iz njega sledita, ne
bodo.

Ravno smo torej “izumili” pristop gradnje povezovalnih pravil. Gradimo jih iz pogostega
nabora. Uporabimo mrezo pravil, kjer pricnemo s prazno desno stranjo pravila in tej, na
vsakem nivoju, dodamo po eno stvar ter na ta nacin tvorimo vse mozne kombinacije. Pravila
na nivoju k gradimo s kombinacijo pravil nivoja k — 1. Kot pri algoritmu Apriori tudi tu na
vsakem nivoju hranimo samo pravila, ki ustrezajo kriteriju zaupanja.

Za velike mnozice transakcij gradnja povezovalnih pravil kaj lahko privede do nepregle-
dnih mnozic pravil. To se seveda zgodi pri premalo ostrih pogojih, torej pri premalo visokih
minsupp in minconf. Taka pravila je ro¢no nemogoce pregledati. Pomagamo si tako, da
skuSamo najprej zmanjSati mnozico pogostih naborov z dvigovanjem minsupp, potem pa iz
nje tvorimo pravila tako, da najprej skusamo postavljati bolj ostre pogoje za zaupanje.
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