Poissonova regresija in generalizirani
linearni modeli

Zacnimo tokrat s podatki. Na voljo imamo tokrat 1000 primerov, danih v datoteki data.xlsx,
kjer je prvih nekaj primerov prikazanih v spodnji tabeli.

x1 x2 x3 y
0.940140 0.413858 0.710434 25
0.845709 -0.646196 -0.713395 8
-0.773716 0.036149 -0.168921 0
0.244791 0.549901 -0.439098 40
-0.814901 0.274670 0.718515 2

Podatki vsebujejo tri neodvisne spremenljivke in eno odvisno, in zanima nas seveda model, ki
bi znal dobro napovedovati vrednost odvisne spremenljivke iz vrednosti neodvisnih.

Poskus z linearno regresijo

Problem zgleda kot nalas¢ za naso mutlivariatno linearno regresijo iz prejsnjih poglavij, in kot
inzenirji lahko kar poskusimo z njo.
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>>> df = pd.read_excel('data.xlsx")
>>> X = df.iloc[:, :-1].values # vsi stolpci razen zadnjega
>>> ys = df.iloc[:, -1].values # zadnji stolpec
>>> X_train, X_test, ys_train, ys_test =\
train_test_split(X, ys, test_size=0.5, random_state=42)
>>> model = LinReg(n_inputs=X.shape[1])
>>> model = train(model, X_train, ys_train, n_epochs=1000, \
batch_size=20, learning_rate=0.01)

0 Loss: 3560.577 LinReg(w0=0.160, wl=-0.565, w2=-0.864, b=0.174)

50 Loss: 2455.258 LinReg(w@=12.366, wl=14.525, w2=-7.967, b=15.864)
100 Loss: 2162.275 LinReg(w0=20.024, wl=23.600, w2=-11.793, b=19.947)
150 Loss: 2069.020 LinReg(w0=23.508, wl=28.634, w2=-13.533, b=20.525)

900 Loss: 1969.908 LinReg(w0=30.793, wl=40.072, w2=-15.648, b=21.281)
950 Loss: 1967.754 LinReg(w0=31.061, wl=40.743, w2=-16.373, b=21.409)
>>> model

LinReg(w0=31.356, wl=41.147, w2=-16.639, b=20.958)

Podatke smo tokrat razdelili na u¢no in testno mnozico, ter parametre modela izluscili samo iz
ucne mnozice. Optimizacija na teh podatkih nam sicer hitro skonvergira, a so izgube na ucni
mnozici velike. Poglejmo, kaksna je srednja absolutna napaka na testni mnozici, in jo za
obcutek primerjajmo s srednjo vrednostjo razreda in njenim standardnim odklonom:

>>> mae = sum([abs(y - model(x).data)
for x, y in zip(X_test, ys_test)]) / len(X_test)
>>> y _mean = np.mean(ys_test)
>>> y_std = np.std(ys_test)
>>> print (f"MAE {mae:.1f}, mean {y_test_mean:.1f}, std {y_std:.1f}")
MAE 24.2, mean 18.9, std 53.1

Glede na srednjo vrednost je napaka kar velika. Ker so vse razredne vrednosti pozitivhe, nas
preseneti tudi velik standardni odklon.

Vrnitev na podatke

Morda bi morali podatke najprej pogledati in si ogledati, kakSna je porazdelitev vrednosti
razreda.
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Hm, ni ravno normalna. Veliko je vrednosti blizu ni¢ in zelo malo visokih vrednosti.

Poissonova porazdelitev in verjetje

Seveda bi se Ze pred nasSim modeliranjem morali zamisliti, kakSna so dejansko porazdelitve
vrednosti razreda in kakSen je proces, Ki je te vrednosti generiral (domensko znanje). A grad
porazdelitve nakazuje, da je Slo za Poissonov proces.

Poissonov proces je stohasti¢ni proces, pri katerem modeliramo Stevilo pojavov v dolocenem
Casovnem ali prostorskem intervalu, pod predpostavko, da se pojavi dogajajo neodvisno in z
enakomerno povprecno hitrostjo. RezultirajoCa porazdelitev, ki opisuje verjetnost pojava
dologenega $tevila dogodkov y € {0,1,2, ...}, je Poissonova porazdelitev. Ta
porazdelitev ima en sam parameter, ozna¢en z A, ki predstavlja pri¢akovano $tevilo dogodkov
v enoti ¢asa ali prostora. Verjetnost, da opazimo to¢no y dogodkov, podana z A, je:

e A\

y!

P(Y —y|A) =



Za Poissonovo porazdelitev je znadilno, da je dologena samo s tem enim parametrom \, ki
doloca tako srednjo vrednost kot tudi varianco:

E[Y] =\ Var(Y) = A

Ce Zelimo uporabiti to porazdelitev v regresijskem kontekstu, moramo modelirati parameter A
kot funkcijo znacilnosti posameznega opazovanca, to je, kot funkcijo vrednosti atributov.
TipiGen pristop je, da \ izrazimo kot eksponent uteZene vsote vhodnih spremenljivk:

\ = 650+51$1+ﬂ2$2+‘ BTy
ali v vektorski obliki:
A=eP'x

Model, kjer predpostavimo, da je odvisna spremenljivka Poissonovo porazdeljena in da je
njen parameter A log-linearna funkcija vhodov, imenujemo Poissonova regresija.

Verjetnost, da pri danih vhodih x opazimo izhodno vrednost v, je:

T
eieﬂ X . (eﬂTX)y

y!

P(y | x,B) =

Ker Zelimo model naugiti iz podatkov, maksimiziramo verjetnost celotne uéne mnozice. Ce
predpostavimo, da so primeri (x(i), y(i)) zai = 1,...,n neodvisni, potem je skupna
verjetnost produkt posameznih:

n

P(y|X,8) =] P@"” | x?,8)

i=1
Logaritem te skupne verjetnosti, to je, logaritem verjetja, je torej vsota logaritemskih izrazov:

- i i Tx® i
log P(y | X,8) = Y (49 - 87x — " —logy1)
i=1

Ker ¢len log y(i)! ne vsebuje parametrov 3 je torej konstanten in ga lahko pri optimizaciji
izpustimo. Dobimo poenostavljeno kriterijsko funkcijo:



L(B) = i (y(i) .BTx() — eng(i>>

=1

To je funkcija, ki jo maksimiziramo pri u¢enju modela s pomocjo gradientnega spusta ali
drugih optimizacijskih tehnik.

Pri napovedovanju s takim modelom upostevamo, da je priCakovana vrednost Poissonove
porazdelitve s parametrom A dolo¢ena kot:

E[Y] =\

Ker v Poissonovi regresiji modeliramo parameter A kot funkcijo vhodnih podatkov X:
A=eP'x

je napovedana pri¢akovana vrednost ciljne spremenljivke y enaka:

@/:E[y\x]:eﬂx

Poisonova regresija v kodi

Zgornje predstavimo v kodi. Ta bo moc¢no podobna kodi, ki smo jo ze razvili za linearno
regresijo, in zato tu samo nadaljujmo:

class PoissonReg(LinReg):
def __call__(self, x):
return super().__call__(x).exp()

def loss(self, X, ys):
yhats = [self(x) for x in XI]
return —sum([y * yhat.log() - yhat for y, yhat in zip(ys, yhats)]) \
/ len(ys)

Mocno preprosto! V naso implementacijo razreda Value moramo sicer dodati Se
eksponentno funkcijo:



def exp(self):
out = Value(math.exp(self.data), (self,), 'exp')

def _backward():

self.grad += out.data * out.grad
out._backward = _backward
return out

Cas je za test, kako se zgornje obnasa na nasih podatkih:

>>> model = PoissonReg(n_inputs=X.shape[1])

>>> model train(model, X_train, ys_train, n_epochs=1000, batch_size=20, learning_rate=0
0 Loss: 9.152 LinReg(w0=-0.604, wl=-0.700, w2=-0.873, b=0.269)

50 Loss: -74.255 LinReg(w@0=1.633, wl=2.171, w2=-0.858, b=1.739)

100 Loss: -75.224 LinReg(w@=1.909, wl=2.643, w2=-0.911, b=1.362)

900 Loss: -75.402 LinReg(w0=2.007, wl=3.020, w2=-0.978, b=1.008)
950 Loss: -75.403 LinReg(w0=2.012, wl=3.007, w2=-0.959, b=1.013)
>>> model

LinReg(w0=2.010, wl=2.979, w2=-0.962, b=0.989)

Opomba: LinReg zgoraj nam je seveda ostal iz implementacije linearne regresije in
njene funkcije __repr__() . Bralcu prepus¢amo, da implementira ustrezno spremembo
na ¢im krajsi nacin.

Konvergenca ucenja je tokrat hitra, parametri modela pa pricakovano popolnoma drugacni od
linearne regresije. V naslednjem koraku seveda ocenimo to¢nost modela na tesnih podatkih:

>>> error = sum([abs(y - model(x).data) for x, y in zip(X_test, ys_test)])
>>> mae = error / len(X_test)

>>> print(f"{mae:.1}")

20

Napaka je za faktor 10 manjSa kot pri linearni regresiji! Linearna regresija, pravzaprav, na teh
podatkih popolnoma odpove. Poissonova regresija pa se izkaze za odli¢no.



Kje naletimo na takSne podatke?

Ce smo iskreni: podatke smo za na$ primer generirali:

n = 1000
X = [[random.uniform(-1, 1) for _ in range(3)] for _ in range(n)]
ys = [np.random.poisson(np.exp(2xx[0] + 3%x[1] - x[2] + 1)) for x in X]

Zato ni Cudno, da je Poissonova regresija zgradila tako dober model. Tudi utezi v linearni
kombinaciji atributov je optimizacija dobro zadela.

Ali lahko take podatke sre¢amo v praksi pogosto? Poissonova regresija bo posebej uporabna
pri modeliranju stevilskih odzivov, kjer so vrednosti cela Stevila, nenegativne in asimetricno
porazdeljene — pogosto z veliko vrednostmi blizu ni¢ ter redkimi vecjimi vrednostmi. Primeri,
kjer sreCamo take podatke, so:

+ Stevilo obiskov doloCene spletne strani v danem ¢asovnem intervalu,
« Stevilo klicev na telefonsko centralo na dan,

« Stevilo okvar na proizvodni liniji v dolo¢enem obdobiju,

+ Stevilo komentarjev pod spletnimi novicami ali objavami,

« Stevilo sprejemov pacientov v bolniSnico na dan,

+ Stevilo prometnih nesre¢ na posameznih odsekih cest.

V vseh teh primerih je izhodna spremenljivka Stevilo dogodkov, ki jih lahko modeliramo s
Poissonovo regresijo, medtem ko vhodne spremenljivke opisujejo okolisc€ine (atribute), ki
vplivajo na pogostost teh dogodkov.

Generalizirani linearni modeli

Linearna, logisticna in Poissonova regresija so posebni primeri t. i. generaliziranih linearnih
modelov (GLM). Ti modeli predpostavljajo, da lahko pricakovano vrednost ciljne
spremenljivke y izrazimo kot transformacijo linearne kombinacije vhodnih podatkov:

9(E[y]) = B'x

kjer je g povezovalna funkcija (link function), izbrana glede na porazdelitev ciljne



spremenljivke.

Koncept generaliziranih linearnih modelov omogoc¢a modeliranje razlicnih vrst odvisnih
spremenljivk, kot kaze spodnja tabela:

Porazdelitev Povezovalna .
Model . Primer uporabe
(7] funkcija g

Linearna , ,

. Normalna identiteta Napoved cene, temperature
regresija
Logisticna , : : L

. Bernoullijeva logit Binarna klasifikacija
regresija
Poissonova . . Stetje dogodkov (komentarii,

. Poissonova logaritem o
regresija klici)
Binomska _ o ) 5 ) )

. Binomska logit ali probit Delez uspehov pri ponovitvah
regresija
Negativna Negativha . Stetje z vegjo varianco

. . logaritem ) .

binomska binomska (overdispersion)
Gamma inverz (ali . , y

. Gamma _ Modeliranje ¢asa ali stroskov
regresija logaritem)

Ta pristop omogoc¢a uporabo enotnih metod za u€enje in interpretacijo modelov, hkrati pa
ponuja fleksibilnost pri izbiri porazdelitve glede na naravo podatkov.
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